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はじめに 

 

正確な景気判断や適切な経済財政運営を行う観点から、経済財政諮問会議等

において、経済統計を始めとする政府統計の改善に関する議論が高まっている。

特に、統計調査の精度に影響する欠測値の対応等の統計的手法に関する横断的

な課題については、各統計調査の実施主体による取組の一層の強化が求められ

ている。 

統計調査の実施に当たり、一部の調査客体から回答が得られない場合や未回

答項目が生じた場合、調査実施主体としては回答を督促し回答率を向上させ、デ

ータの欠測を最小限にする努力が必要である。それでも一部の回答が得られな

いために欠測を伴うデータに基づいて集計せざるを得ない場合、当該結果から

得られる推定値を可能な限り正しい値に近付けるため、欠測が生じるしくみや

統計調査の目的・性質に応じた適切な対応が求められる。しかし、欠測値への対

応として、政府統計で広範に用いられる単一代入法（観測されたデータから推定

した平均値を欠測値に代入する平均値代入や、観測データに基づいて推定され

た回帰モデルの理論値を欠測値に代入する回帰代入等）では、推定値の標準誤差

を過小評価する可能性がある。また、統計調査のなかには、単一代入法のひとつ

として、調査客体の過去の回答値を利用した横置き代入法（LOCF）を採用して

いるものもあるが、当該手法は経済環境が大きく変動する局面において足下の

実態から離れた推定結果をもたらすという欠点がある。 

本報告書は、調査客体の無回答や無記入によるデータの欠測に起因する推定

の誤差に注目し、その統計的処理方法の主要なものを整理する。また、それぞれ

の手法を、内閣府において実施・公表している「機械受注統計調査」のデータに

適用し、分析結果を示す。これらを踏まえ、欠測が生じるしくみや統計調査の目

的・性質に応じて、欠測を含むデータの適切な処理方法を選択するための考え方

を示すことで、政府横断的課題である欠測データ処理の改善、しいては公的統計

の精度向上につなげることを目指す。 
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1. 欠測データに伴う問題 

 

統計調査においては、無回答や無記入により、調査客体又は調査項目の一部に

ついて情報を得られないことがある。このような統計調査から作成されるデー

タは、本来観測・記録されるべき値の一部が観測・記録されておらず、「不完全

データ（incomplete data）」と呼ばれる。不完全データを用いて推定を行う場合、

観測された値のみを用いて推定を行うことが最も直截な方法（「完全ケース分析」

と呼ばれる。第 2.1 節参照）であり、実際に広く行われているが、このような推

定には、「欠測バイアス」と「推定精度の低下」という２つの問題がある。 

 

 

○欠測バイアス 

不完全データでは、標本設計において意図された目標母集団の代表性が損な

われている可能性があるため、推定にバイアスを伴うおそれがある。データの一

部が観測されないことによって、推定に生じるバイアスを「欠測バイアス」と呼

ぶ（欠測バイアスは選択バイアスの一種である。「選択バイアス」とは、調査客体の意

思決定等によって標本抽出（特に処置群の標本抽出）が偏ることで推定にもたらされる

バイアスである。）。 

例として、個人の所得額の平均値を推定するための統計調査を考える。仮に回

答者の大半が学生や無業者であり、無回答者の大半が残業の多い高所得者であ

る場合、当該調査から推定される所得額の平均値は、真の値である目標母集団の

所得額の平均値を下回ることが考えられる。このとき下方の欠測バイアスが生

じている。 

平均値の推定における欠測バイアスは、次のように、より一般化して示すこと

ができる。まず、統計調査の目的を、目標母集団ܷの平均値ߤの推定とする。こ

こでは、目標母集団ܷが、標本に含まれた場合には必ず回答する調査客体の集合

ܷோと、必ず回答しない調査客体の集合ܷெに分割できるとする（これは、母集団の

要素ごとに標本に含まれた場合の回答・無回答の成否が事前に決まっているという仮定

である。他方で、母集団の要素ごとに、標本に含まれた場合の回答確率が事前に与えら

れており、これに従って要素ごとの回答・無回答の成否が確率的に決まると仮定するこ

ともできる。前者の仮定を「確定的無回答（deterministic view of nonresponses）」と呼び、

後者の仮定を「確率的無回答（stochastic view of nonresponses）」と呼ぶ。確定的無回答は

確率的無回答の特殊形である。）。目標母集団ܷのなかで回答者集合ܷோに含まれる要

素の割合をߨோとし、無回答者集合ܷெに含まれる要素の割合をߨெとする（ߨோ ൅

ெߨ ൌ 1）。目標母集団ܷの平均値ߤは、回答者集合ܷோの部分母集団平均ߤோと、無回
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答者集合ܷெの部分母集団平均ߤெとの部分集合構成比による加重平均に等しい

ߤ） ൌ ோߤோߨ ൅ ெ）。標本抽出の結果得られる標本は、調査実施後に回答者とߤெߨ

無回答者の部分標本に分割される。標本ܵのなかの回答者の部分標本の値を用いて平

均値を計算した場合（この処理方法を「完全ケース分析」と呼ぶ。第 2.1 節参照）、それ

は、条件ߤோ ൌ の不偏推定量でߤெが成り立つという特別な場合でない限り、母集団平均ߤ

はない（不偏推定量とは、当該推定量の期待値が推定対象となる母集団特性値と等しい

推定量である。すなわちバイアスのない推定量である）。回答者の部分標本のみを用

いて算出した平均値ݕതோの推定バイアスは、Biasሺݕതோሻ ൌ ோߤ െ ߤ ൌ ሺ1 െ ோߤோሻሺߨ െ

෠の推定バイアスߠを推定目標とする推定量ߠெሻである（一般的に、母集団特性値ߤ

෠൯ߠ൫ݏܽ݅ܤ ≡ ෠൯ߠ൫ܧ െ と定義される）。数式から明らかなとおり、(1)目標母集団ܷにおߠ

ける回答者の割合ߨோが小さいほど、あるいは(2) 回答者部分母集団ܷோと無回答

者部分母集団ܷெの（値ߤோ െ ெで測られる）異質性が大きいほど、欠測バイアスߤ

は大きくなる。第１の点は、欠測率が大きいほど欠測バイアスは大きいというこ

とである。第２の点をより一般化して表現すると、「回答の成否と当該変数の間

の相互依存性が強いほど欠測バイアスは大きくなる」といえるが、この点につい

ては、第 1.1.1 節や第 1.1 節補論で明らかにする。 

母集団平均の推定の場合と同様に、母集団分散の推定における欠測バイアス

を示すことも比較的に容易である。回答者集合の部分母集団分散をߪோ
ଶとし、無

回答者集合の部分母集団分散をߪெ
ଶとする。目標母集団ܷの分散はߪଶ ൌ ோߪோߨ

ଶ ൅

ெߪெߨ
ଶ ൅ ோߤெሺߨோߨ െ ெሻଶである。目標母集団ܷからの無作為抽出標本ܵで、観測さߤ

れた値のみを用いて計算した標本不偏分散ݏோ
ଶの期待値はߪோ

ଶであるから、欠測バ

イアスは次式で与えられる。 

 

ோݏሺݏܽ݅ܤ
ଶሻ ൌ ோݏሺܧ

ଶ െ ଶሻߪ ൌ ோߪ
ଶ െ ଶߪ ൌ ሺ1 െ ோߪோሻሺߨ

ଶ െ ெߪ
ଶ ሻ െ ோሺ1ߨ െ ோߤோሻሺߨ െ  ெሻଶߤ

 

回答者集合と無回答者集合が２次モーメントまで同質、つまりߤோ ൌ ெかつߤ

ோߪ
ଶ ൌ ெߪ

ଶであれば欠測バイアスは生じないが、そうでない限り欠測バイアスが推

定に伴う。数式から分かるとおり、標本における欠測率（の期待値ߨெ ൌ 1 െ （ோߨ

と欠測バイアスの大きさの間には単調な関係を一般的に指摘することはできな

い。また、この場合は特に、回答者部分母集団と無回答者部分母集団の間の平均

値の違いߤோ െ  。ெが下方バイアスの効果をもつߤ

 

○推定精度の低下 

不完全データを用いた推定に伴う第２の問題は、不完全データでは本来得ら

れるべき情報の一部が失われているために、推定の精度が低下することである。

たとえば、平均値の推定における欠測による推定精度の低下については、標本サ
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イズが縮小している分だけ、標本平均の標準誤差が増加するので、推定精度の低

下の程度が分かる。 

標本平均の標準誤差の、欠測がない場合の推定量ݏෞ݁஼௢௠௣と欠測がある場合の推定量

 。ෞ݁ூ௡௖௢௠௣はそれぞれ次式で与えられるݏ

ෞ݁஼௢௠௣ݏ ൌ ඨ
∑ ሺݕ௜ െ തሻଶ௜∈ௌݕ

݊ሺ݊ െ 1ሻ
ൌ ඨ

ଶݏ

݊
 

ෞ݁ூ௡௖௢௠௣ݏ ൌ ඨ
∑ ሺݕ௜ െ തோሻଶ௜∈ௌ∪௎ೃݕ

݊ோሺ݊ோ െ 1ሻ
ൌ ඨ

ோݏ
ଶ

݊ோ
 

ただしここで、݊ は標本サイズ、݊ ோは欠測が生じた場合に回答が得られたレコードの数、

ோݏതோ及びݕ、ଶはそれぞれ順に欠測が生じない場合の標本平均及び標本不偏分散ݏത及びݕ
ଶは

それぞれ順に欠測が生じた場合の回答者に関する標本平均及び標本不偏分散である。し

たがって、標本不偏分散ݏோ
ଶに欠測バイアスが生じていない場合でも、欠測がある場合の

標本平均の標準誤差ݏෞ݁ூ௡௖௢௠௣は欠測がない場合の標本平均の標準誤差ݏෞ݁஼௢௠௣よりも

ඥ݊ ݊ோ⁄ 倍だけ大きくなり、それだけ推定の精度が低下している。 

 

当然ながら、第１の問題（欠測バイアス）の方が、第２の問題（推定精度の低

下）よりも重要であり、優先的に対処することが求められる（MSE（平均２乗誤

差）を最小化する推定は、推定量のバイアス（の２乗）と分散の合計を最小化している

ので、バイアスの問題と精度の問題を同列に扱っているといえる。しかし、バイアスの

ある推定は精度がどれほど高くても意味がないと考えることもできる）。したがって、

欠測データの統計的処理は、欠測バイアスの問題を解決することを第１の目標

とし、この目的を果たす限りにおいて、第２の目標である推定精度の改善を目指

す。ただし不完全データの統計的処理にはさまざまな手法があり、分析対象とな

る不完全データの性質や統計調査の目的に応じて適切な手法を用いることが重

要である。 
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1.1 欠測データ処理方法の適性を決める諸条件 

欠測を含むデータ、すなわち不完全データに基づく推定において、欠測バイア

スを緩和、ないし除去する統計的手法にはいくつかあるが、それらの手法ごとの

適性を決める条件を列挙すると次のとおりである。 

(1) 欠測データメカニズム 

(2) 補助的な変数の利用可能性 

(3) 推定目標 

(3.1) 推定対象となる母集団特性値のモーメント次数 

(3.2) 点推定か区間推定かの別 

(4) 欠測パターンと欠測率 

このなかで最も重要なのは、(1)欠測データメカニズムである。これについては、

第 1.1.1 節で概要を示し、第 1.1 節補論でより詳しく説明する。また、(2)補助的

な変数の利用可能性は、(1)欠測データメカニズムと関連している。第 1.1.1 節及

び第 1.1 節補論では、その関連性も適宜指摘する。その他の条件(3)推定目標及び

(4)欠測パターンと欠測率については、第 1.2 節で概説する。 

 

1.1.1 欠測データメカニズムと欠測データ処理方法の適性 

欠測データの統計的処理法の適性に影響する諸条件のなかで、最も重要なの

は、「欠測データメカニズム」である。「欠測データメカニズム」は、簡単にいえ

ば「欠測の生じるしくみ」である。欠測データメカニズムには３種類があり、欠

測の生じる確率的メカニズムの違いによって区別されるが、ここではまず３種

類のそれぞれを直感的に説明する。厳密な説明としては、欠測データメカニズム

の種類ごとに定義とその含意を第 1.1 節補論に示す。 

 

○完全にランダムな欠測（missing completely at random: MCAR） 

変数の欠測する確率が、当該変数の値及び他の観測されている変数の値に依

存しない場合のことである。 

たとえば、調査対象者が硬貨を投げて、表が出るか裏が出るかに応じて、調査

に協力するか否かを決めているとする。（この場合の欠測による標本の縮小は、当初

の標本設計に非復元単純無作為抽出の段階をひとつだけ追加した多段抽出と等価であ

る。欠測によってもたらされる効果は、すべての調査客体の抽出ウェイトに同じ値 1/2

を乗じることに等しい。）このとき、観測されたデータの標本は、目標母集団の縮

図としての性格を失ってはいないとみることができるので、観測された値のみ

を用いた推定に欠測バイアスは生じない。 
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上述の例は現実的ではないにしても、それに近いことが実際に起こり得ない

わけではない。たとえば、「調査対象者の身長」を調査項目とする標本調査で、

無回答者の大部分が、調査票を送付してから回収締め切りまでの期間に住居を

不在にしていた者であったとする。この場合、「調査対象者の身長」と住居長期

不在の事象とは独立であると考えられる（ある一定期間に住居不在となる確率

は、当該者の身長に依存しない）ため、長期不在を理由とする「調査対象者の身

長」の欠測（無回答）は、MCAR に極めて近いと考えられる。 

MCAR は強い仮定であり、現実的には MCAR が妥当であると考えられる事象

は極めて少ない。 

 

○ランダムな欠測（missing at random: MAR） 

変数の欠測する確率が、当該変数の観測された値及び他の観測されている変

数の値には依存するが、当該変数の欠測となった値には依存しない場合のこと

である。 

たとえば、目標母集団の平均値を推定する統計調査で、回答者の大半が学生や

無業者であり、無回答者の大半が有業者である場合、所得という調査変数の値が

欠測する確率は、調査対象者の就業状態という変数の値に依存している。この場

合、所得が観測される標本は、学生や無業者に偏ってしまうため、目標母集団の

平均所得の推定には、無業者側への下方バイアスが生じる。 

ただしこの場合、就業状態がすべての調査対象について観測されていれば、所

得が観測されている部分標本の学生や無業者側への偏りを補正することが可能

である。すなわち、「有業者は学生や無業者よりも所得が観測されにくい」とい

う追加的な情報と就業状態の分布の情報を平均所得の推定に利用することで、

欠測バイアスを緩和することができる。単純な例として、「学生や無業者は必ず

所得額を回答するが、有業者は 50%の確率でしか所得額を回答しない」とする

と、標本を学生や無業者と有業者とに分割すれば、それぞれの母集団の部分集合

の縮図が再現される。部分標本ごとに観測された値のみを用いて標本平均を計

算し、欠測を含む標本全体の就業状態構成比でそれらを加重平均すればバイア

スのない推定となる（ただし、この単純化された例では、全所得階層の有業者におい

て、確率的に２人に１人の割合でしか所得額を回答しないという前提が重要な役割をも

つ。また、回答者の割合自体については、標本から計算される割合が母集団割合の不偏

推定となる）。つまり、有業者の値に学生・無業者の値の２倍のウェイトを付けて

加重平均を算出するという方法がバイアスのない推定方法のひとつとなる。 

 

 

○ランダムでない欠測（missing not at random: MNAR） 
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変数の欠測する確率が、その変数自体の値に依存する場合のことである。 

たとえば、資産保有額の母集団平均を推定するための標本調査において、低中

位資産額階級と比べて上位資産額階級は資産保有額の情報を秘匿する傾向が強

いとする。このような場合、標本が低中位資産階級に偏る（欠測バイアスが生じ

る）。この場合は MAR と異なり、バイアスの問題を緩和するのは容易ではない。

標本が低中位資産階級に偏っていること自体は分かっていても、資産保有額の

情報が低中位資産階級の部分しか得られていないため、MAR の場合に示したよ

うな偏りの補正を実行することはできない。この場合は、欠測が生じるしくみを

モデル化する必要がある。MNAR の下では、MCAR や MAR の場合と異なり、

手持ちの情報だけではバイアスのない推定を行うことができないため、“モデル

の力を借りる”必要がある。 

MNAR と MAR の違いは欠測確率が欠測する変数の値に依存するか否かとい

う点であるが、これは関連する他の変数の利用可能性に関係している。ここで、

説明の便宜上、上位資産階級は北部地域に住む住民が大部分を占め、低中位資産

階級は南部地域に住む住民によって構成されているという仮想的な経済を考え

る。上述の資産保有額に関する標本調査の例では、調査客体の居住地域の情報は

調査項目として収集されていないと考えている。仮に標本に含まれるすべての

調査客体について居住地域に関する情報が得られていれば、上述の説明とは状

況が違ってくる。すなわち、上位資産階級が低中位資産階級と比べて資産保有額

の欠測を生じやすいということの裏返しとして、北部地域に住む住民は南部地

域に住む住民よりも資産保有額の欠測を生じやすいといえる。居住地域という

関連する変数が利用できない場合は、保有資産額の欠測する確率が保有資産額

自体の値に依存している（すなわち MNAR である）と言わざるを得ないのに対

して、居住地域という関連する変数が利用できる場合は、保有資産額の欠測する

確率が居住地域に依存しており、とりわけ、居住地域で条件付ければ、保有資産

額の欠測する確率が保有資産額自体の値に依存しない（すなわち MAR である）

ということができる。欠測確率と欠測する変数自体の値との間に相関があって

も、条件付けることで、欠測する変数自体の値に対する欠測確率の依存性を消去

できるような補助変数が、すべての調査客体について観測されていれば、それは

MAR であるといえる。逆にそのような補助変数が理念的に存在しても、すべて

の調査客体について観測されていなければ（すなわちデータとして利用可能で

なければ）、それは MNAR と異ならない（※より正確な議論は第 1.1 節補論を参

照）。 
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1.1.2 図による解説 

欠測データの統計的処理は、MCAR、MAR、MNAR の順に難しくなる。この

ことを図１－１～１－３に基づいて説明する。具体的なイメージをつかみやす

くするために、ここでは世帯が保有する金融資産の額を対象とする。 

 

○MCAR 

図１－１は、MCAR の場合を示したものである。図１－１（イ）は、正しく設

計された標本抽出に従って得られた標本で、仮に金融資産保有額 Y の値がすべ

ての調査客体について観測されるとした場合の、金融資産保有額 Y のヒストグ

ラムである。現実には無回答により、一部の調査客体について金融資産保有額 Y

の値が観測されない。図１－１（ロ）は、図１－１（イ）の標本で実際に無回答

による欠測が発生した場合の、回答者と無回答者とを区別した金融資産保有額

Y の合成ヒストグラムである。灰色部分が欠測値、白色部分が観測値をそれぞれ

表す。図１－１（ロ）における回答者と無回答者とを分けて、それぞれについて

の金融資産保有額 Y のヒストグラムを示したものが図１－１（ハ）及び（ニ）

である。図１－１（イ）および（ハ）に示された点線は、それぞれの観測された

ヒストグラムから推定される金融資産保有額 Y の分布を表す。図１－１（イ）

では、標本設計が正しい限り、真の分布を偏りなく推定できる。 

図１－１（ロ）をみると、金融資産保有額 Y の値による階級区分ごとの回答

率が等しいことが分かる。この特徴が本例題における MCAR の条件を反映して

いる。この場合、回答率が金融資産保有額 Y の値に依存していない。そのため、

図１－１（ハ）及び（ニ）のヒストグラムはいずれも真の姿（図１－１（イ））

と比べて左右に偏ることなく、図１－１（イ）のヒストグラムを縦軸方向に定率

で縮小したものとなっている。そして、図１－１（ハ）の点線に示すとおり、観

測された値のみを用いた分布の推定は、欠測がなければ正しく推定される分布

（図１－１（イ）の点線）と互いに縦方向に定率倍した関係となる。つまり MCAR

の場合、標本サイズが縮小する（推定の精度が落ちる）だけで欠測バイアスは生

じない。 

 

○MNAR 

一方、図１－２は、MNAR の場合に生じる推定上の問題を同様に示したもの

である。図１－２（ロ）をみると、金融資産保有額 Y の値による階級区分ごと

の回答率が互いに大きく異なっていることが分かる。この特徴が本例題におけ

る MNAR の条件を反映している。金融資産保有額 Y の値が大きい階層ほど回答

率が低いため、図１－２（ハ）のヒストグラムは左側に、図１－２（ニ）のヒス
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トグラムは右側にそれぞれ偏る。そして、図１－２（ハ）の点線に示すとおり、

観測された値のみを用いた分布の推定は、欠測がなければ正しく推定される分

布（図１－２（イ）の点線）と比べて、低位資産階層側に偏ることになる。分布

のこの偏りが、あらゆる推定量の欠測バイアスの源泉である。 

 

○MAR 

図１－３は、MAR の場合を示したものである。図１－３（イ）及び（ロ）は、

MNAR の場合の図１－２（イ）及び（ロ）と全く同じである。MAR が MNAR と

異なるのは、推定の欠測バイアスを緩和するために活用できる補助的な変数が

観測されているという点である。図１－３は MAR のもとでの欠測バイアス問題

への対処を示す。MAR の場合は、他の観測された情報を用いて、金融資産保有

額 Y の値に基づいて分けられた（図では７つの）階層をさらに細分化できる。

たとえば、世帯主の就業状態を有業か無業かの２値変数 X として、その値に基

づいて各資産階層を２つに分け、それぞれのグループで観測値と欠測値を区別

したものが図１－３（ニ）である。欠測が生じなかった場合の金融資産保有額 Y

と、就業状態 X の同時分布の情報を図１－３（ハ）に示す。つまり図１－３（ニ）

は、図１－３（ロ）と（ハ）の情報を統合したものである。図１－３（ハ）及び

（ニ）では、７つの資産階層が、就業状態に基づいてそれぞれ左右に分かれてお

り、ヒストグラムの各棒（各保有資産階層）の左側を無業世帯主、右側を有業世

帯主とする。図１－３（ハ）によると、金融資産保有額が低い階層では、無業者

世帯の割合が高く、金融資産保有額が高い階層では、有業者世帯の割合が高くな

っている。また、図１－３（ニ）によると、無業者世帯の方が有業者世帯よりも

回答率が高くなっている。 

ここでの設定としては、図１－３（ロ）から（ニ）へ変形しなければ、すなわ

ち、保有金融資産階層の世帯主就業状態による細分化を行わなければ、保有金融

資産階層ごとの回答率の分布は、MNAR を表す図１－２（ロ）のヒストグラム

と異なるところがない、という点が重要である。つまり、欠測の起こり方は、一

見すると MNAR と同様に、金融資産保有額 Y の値が大きい階層ほど回答率が低

い。しかしこの場合、それは見せかけの関係であり、世帯主就業状態 X の値で

条件付けることにより、金融資産保有額の観測確率が、金融資産保有額の値自体

に依存しない部分を取り出すことができる。そのことを示したのが、図１－３

（ホ）及び（ヘ）である。図１－３（ホ）及び（ヘ）は、図１－３（ニ）を世帯

主の就業所帯に応じて分割したものである。図１－３（ホ）及び（ヘ）は、順に

無業者世帯及び有業者世帯それぞれの回答者と、無回答者とを区別した金融資

産保有額 Y の合成ヒストグラムである。図１－３（ホ）及び（ヘ）のそれぞれ

では、回答率が金融資産保有額 Y の値に依存していない。つまり世帯主の就業
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状態で条件付けたとき、MCAR と同様の欠測状況が出現している。 

図１－３（ト）及び（チ）は、順に図１－３（ホ）及び（ヘ）それぞれの観測

データに基づいて金融資産保有額 Y の条件付分布を推定した結果である。図１

－１の MCAR の場合と同様の理由で、世帯主の就業状態による条件付分布は偏

りなく推定できる。最後に、図１－３（ト）無業者世帯の金融資産保有額分布の

推定結果及び（チ）有業者世帯の金融資産保有額分布の推定結果に、図１－３

（ハ）金融資産保有額 Y と世帯主就業状態 X の同時分布の情報を合わせること

ができれば、全体の金融資産保有額 Y の分布を偏りなく推定できる。そのこと

を表したのが図１－３（リ）である。 

MAR に関するこの例題ではいくつかの好条件が重なっているため最終的に推定から

欠測バイアスが完全に除かれるが、実際には興味の対象となる変数 Y と欠測バイアスの

除去に利用可能な補助変数 X の同時分布（図１－３（ハ）の情報）が分かっているとは

限らず、また、条件付けることで完全に MCAR の性質が現れるような補助変数が存在

するとは限らない（図１－３（ホ）及び（ヘ）のような状況になるとは限らない）ので、

MAR の下では欠測バイアスの完全な除去ではなく緩和が目指される。いずれにせよ、

MAR の場合は、観測された情報に基づいて条件付けることで推定の欠測バイアスを緩

和することができる。 

MNAR に似た欠測の発生状況でありながら、適当な補助変数で条件付けるこ

とにより、MCAR に似た状況を部分的に取り出すことができる、換言すれば、

観測された情報によって適当に層化することで、層ごとに欠測の起こりやすさ

が欠測した変数の値に依存しないようにできるのが、MAR である。 

 

◇まとめ 

まとめると、第１に、MCAR のもとでは、観測された情報のみを用いた推定

に欠測バイアスは生じない。第２に、MAR のもとでは、観測された情報に基づ

いて条件付ける（層化する）ことで、条件（層）ごとに欠測バイアスを緩和でき

る。第３に、MNAR のもとでは、欠測バイアスを緩和できるような条件付け（層

化）は、観測された情報の中には存在しない。第 2.7 節でみるように、MNAR に

対しては、欠測データメカニズムのモデル化を行うことで、欠測バイアスの問題

に対処する。 

最後に、注意すべき点として、欠測データメカニズムのいずれが成立しているか（特

に MNAR と MAR のいずれであるか）は、不完全データからは知ることができない。こ

れは、図１－１～１－３のパネル（ロ）及び、図１－３のパネル（ニ）～（ヘ）に示し

た情報がデータからは知ることができないからである。このことが欠測データの統計的

処理を限界付ける事実であることを、第 1.3 節で触れる。 
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図１－１ MCAR 

 

図１－２ MNAR 
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図１－３ MAR 
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【補論：欠測データメカニズムの詳細】 

 

以下では、興味の対象となる変数 ௜ܻとその観測指標ܴ௜に対して、補助変数をベクトル

௜ܺで表す。また、興味の対象となる変数 ௜ܻの観測された部分（すなわちレコード݅の（狭

義）欠測データ）を抽象的な記号 ௜ܻ
ை、欠測となった部分（すなわちレコード݅の観測デ

ータ）を抽象的な記号 ௜ܻ
ெで表す。図２－１の例に基づけば、興味の対象となる変数の完

全データ ௜ܻは中央の表全体であるのに対して、観測データ ௜ܻ
ைは中央表の白色部分であり、

欠測データ ௜ܻ
ெは中央表の灰色部分である。興味の対象となる変数の完全データ ௜ܻがベク

トルという形式をもつのに対して、観測データ ௜ܻ
ை及び欠測データ ௜ܻ

ெはいわゆるベクト

ル空間の要素ではない。情報としては、興味の対象となる変数の完全データ ௜ܻは観測デ

ータ ௜ܻ
ைと欠測データ ௜ܻ

ெを統合したものである。 

 

第 1.1.1 節で概説したとおり、欠測が生じるしくみすなわち欠測データメカニズムに

は、MCAR（完全にランダムな欠測）、MAR（ランダムな欠測）及び MNAR（ランダムで

ない欠測）の３種類がある。ここでは、欠測データメカニズムの種類ごとに定義とその

含意を示す。 

 

◇MCAR（完全にランダムな欠測） 

MCAR（完全にランダムな欠測）の定義には２通りがある。 

 

MCAR の定義１： 

不完全データሺ ௜ܻ , ܴ௜, ௜ܺሻに対して次式が成り立つとき、この不完全データに生じる欠

測は MCAR であるという。 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜ሻ 

(1-1)

 

この定義の同値条件として次の２つがある。 

 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜ሻ ⇔ ܴ௜ ٣ ௜ܻ, ௜ܺ 

(1-2) 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜ሻ ⇔ ݂ሺ ௜ܻ, ௜ܺ|ܴ௜ሻ ൌ ݂ሺ ௜ܻ, ௜ܺሻ 

(1-3) 

 

第１の同値条件(1-2)式によると、観測指標（ないし欠測指標）と、完全データ及び補

助変数とは、互いに独立である。また、第２の同値条件(1-3)式によると、完全データ及
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び補助変数の分布は欠測パターンによらず同一である。 

第 1.1.1 節で挙げた MCAR の極端な例では、調査対象者が硬貨を投げて表が出れば回

答し裏が出れば回答しないことに決めていたが、無作為に選定された調査対象者の調査

項目の値と硬貨の裏表の結果は独立である。また、調査項目たとえば身長の値の分布は、

回答者グループと無回答者グループと母集団とで互いに等しい。 

第 1.1.1 節図１－１の MCAR の例では、ܴ௜ ൌ 1とܴ௜ ൌ 0のいずれであるかにかかわり

なく、金融資産保有額 ௜ܻの条件付分布は母集団分布に等しい（図１－１（イ）、（ハ）及

び（ニ）参照）。そのことを式で表すと次式となる。 

 

݂ሺ ௜ܻ|ܴ௜ ൌ 1ሻ ൌ ݂ሺ ௜ܻ|ܴ௜ ൌ 0ሻ ൌ ݂ሺ ௜ܻሻ 

(1-4) 

 

݂ሺ ௜ܻ|ܴ௜ ൌ 1ሻは図１－１（ハ）のヒストグラムの背後にある分布、݂ሺ ௜ܻ|ܴ௜ ൌ 0ሻは図１

－１（ニ）のヒストグラムの背後にある分布、݂ሺ ௜ܻሻは図１－１（イ）のヒストグラムの

背後にある分布に、それぞれ対応する。 

 

MCAR の定義としてもうひとつ別のものがある。 

MCAR の定義２： 

不完全データሺ ௜ܻ , ܴ௜, ௜ܺሻに対して次式が成り立つとき、この不完全データに生じる欠

測は MCAR であるという。 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜| ௜ܺሻ 

(1-5)

 

定義１の場合と同様に、定義２の同値条件として次の２つがある。 

 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜| ௜ܺሻ ⇔ ܴ௜ ٣ ௜ܻ| ௜ܺ 

(1-6) 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜| ௜ܺሻ ⇔ ݂ሺ ௜ܻ|ܴ௜, ௜ܺሻ ൌ ݂ሺ ௜ܻ| ௜ܺሻ 

(1-7) 

 

第１の同値条件(1-6)式によると、適当な補助変数で条件付けたときに観測指標（ない

し欠測指標）と完全データは互いに（条件付）独立である。また、第２の同値条件(1-7)

式によると、適当な補助変数の値で層化したとき、完全データの分布は欠測パターンに

よらず層内で同一である。 

興味の対象となる変数の数が１である場合、つまり ௜ܻがスカラーである場合、MCAR

の第２の定義は後述の MAR の定義と等しくなるので、以下では、MCAR については第
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１の定義(1-1)に従うこととする。 

条件݂ሺ ௜ܻ, ௜ܺ|ܴ௜ ൌ 1ሻ ൌ ݂ሺ ௜ܻ, ௜ܺሻ（条件ܴ௜ ൌ 1 に対する(1-3)式）が成り立つことから、

MCAR の下では推定に欠測バイアスは生じない。すなわち、欠測のないデータ（不完全

データの完全データ）に対して適用したときに不偏推定（あるいは一致推定）となる推

定は、MCAR の不完全データに対して適用しても不偏推定（あるいは一致推定）となる。 

 

◇MAR（ランダムな欠測） 

MAR の定義： 

不完全データሺ ௜ܻ , ܴ௜, ௜ܺሻに対して次式が成り立つとき、この不完全データに生じる欠

測は MAR であるという。 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ൌ ݂൫ܴ௜ห ௜ܻ
ை, ௜ܺ൯ 

(1-8)

 

MAR の同値条件として次がある。 

 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ൌ ݂൫ܴ௜ห ௜ܻ
ை, ௜ܺ൯ ⇔ ݂൫ ௜ܻ

ெหܴ௜, ௜ܻ
ை, ௜ܺ൯ ൌ ݂൫ ௜ܻ

ெห ௜ܻ
ை, ௜ܺ൯ 

(1-9) 

 

 ここで、観測データ ௜ܻ
ை及び欠測データ ௜ܻ

ெがベクトルではない点に注意を要する（本補

論冒頭参照）。この点を見逃すと、MAR の同値条件として条件付独立性ܴ௜ ٣ ௜ܻ
ெห ௜ܻ

ை, ௜ܺが

形式的には導かれてしまうが、それは偽である。正しくは、観測指標ベクトルܴ௜の値が

ひとたび決まれば観測データ ௜ܻ
ை及び欠測データ ௜ܻ

ெの形状（正確には次元）も決まるの

で、観測指標ベクトルܴ௜の値で条件付けたときに限り観測データ ௜ܻ
ை及び欠測データ ௜ܻ

ெ

をベクトルで表現できるという関係にある。定義式(1-8)においては、ܴ ௜の値に応じて条

件付分布݂൫ܴ௜ห ௜ܻ
ை, ௜ܺ൯の条件部分の次元数が決まる。同値条件(1-9)式においては、ܴ௜の

値に応じて条件付分布݂൫ ௜ܻ
ெหܴ௜, ௜ܻ

ை, ௜ܺ൯の定義域部分及び条件部分の次元数が決まる。 

第 1.1.2 節図１－３で挙げた MAR のやや仮想的な例では、目的となる変数 ௜ܻは世帯の

金融資産保有額、補助変数 ௜ܺは世帯主の就業状態であり、無業者に限れば回答・無回答

の別は金融資産保有額と互いに独立であり、同様に、有業者に限っても回答・無回答の

別は所得額と互いに独立である。同じことであるが、図１－３（ホ）及び（ヘ）をみる

と、世帯主の就業状態の値に基づいて標本を分割すれば（すなわち補助変数の値で条件

付ければ）、回答世帯と無回答世帯とで金融資産保有額の分布は等しい（互いのヒスト

グラムが縦方向に定率倍した関係になっている）。そのことを式で表すと次式となる。 

 

݂൫ ௜ܻหܴ௜ ൌ 1, ௜ܺ ൌ無業者൯ ൌ ݂൫ ௜ܻหܴ௜ ൌ 0, ௜ܺ ൌ無業者൯ ൌ ݂൫ ௜ܻห ௜ܺ ൌ無業者൯ 

(1-10) 
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݂൫ ௜ܻหܴ௜ ൌ 1, ௜ܺ ൌ有業者൯ ൌ ݂൫ ௜ܻหܴ௜ ൌ 0, ௜ܺ ൌ有業者൯ ൌ ݂൫ ௜ܻห ௜ܺ ൌ有業者൯ 

(1-11) 

 

(1-10)式で、݂ ൫ ௜ܻหܴ௜ ൌ 1, ௜ܺ ൌ無業者൯は図１－３（ホ）のヒストグラムの白色部分（す

なわち図１－３（ト）のヒストグラム）の背後にある分布、݂൫ ௜ܻหܴ௜ ൌ 0, ௜ܺ ൌ無業者൯は

図１－３（ホ）のヒストグラムの灰色部分（図１－３では省略しているが図１－１や１

－２のパネル（ニ）のヒストグラムに相当するもの）の背後にある分布、

݂൫ ௜ܻห ௜ܺ ൌ無業者൯は（図１－３では示していないが）無業者の部分母集団における金融

資産保有額 ௜ܻの分布に、それぞれ対応する。有業者に関する(1-11)式についても同様で

ある。 

 

◇MNAR（ランダムでない欠測） 

MNAR の定義： 

欠測データメカニズムが MCAR でも MAR でもないとき、MNAR であるという。 

 

ここでは慣例に従って MCAR、MAR 及び MNAR を互いに排反な条件として定義した

が、MCAR を MAR の特殊形として、また MAR を MNAR の特殊形として定義すること

もできる。以下では、排反関係で狭義に定義した場合と、包含関係で広義に定義した場

合の両方を文脈に応じて使い分ける。 

 

◇欠測データメカニズムと補助変数 

第 1.1 節冒頭でも触れたが、欠測データメカニズムと補助変数の利用可能性の間には

関係があると考えることもできる。欠測データメカニズムは、不完全データのデータ生

成過程に関して定義される事前概念であるため、唯一の真のデータ生成過程と対になっ

ている。しかしながら、利用可能な補助変数の範囲に注目して次のように考えることが

できる。極端な例として、関係式 ௜ܻ ൌ ݄ሺ ௜ܹሻを満たす変数 ௜ܹが補助変数として不完全デ

ータに追加されれば、条件 ݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺሻ ് ݂൫ܴ௜ห ௜ܻ
ை, ௜ܺ൯であっても明らかに条件

݂ሺܴ௜| ௜ܻ , ௜ܺ , ௜ܹሻ ൌ ݂ሺܴ௜| ௜ܺ , ௜ܹሻが成り立つ。これほど極端でなくても、目的となる変数 ௜ܻ

の適当な代理変数が補助変数のなかに含まれているか否かによって、当該不完全データ

を MAR の下で生成したものであるのか MNAR の下で生成したものであるのかの別が決

まるということができる。 
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1.2 統計調査ごとの目的・性質と欠測データ処理方法の適性 

第 1.1 節冒頭で列挙したとおり、欠測データメカニズム以外にも欠測データ処

理法の適性に影響を与える条件がある。それらは個別統計調査ごとの目的及び

性質にかかわるものである。 

公的統計において推定対象となるのは、多くの場合、母集団平均、母集団総計、

母集団割合等の１次モーメントである。（一般的に、確率変数Yに対して期待値

E൫Y୦൯を「確率変数Yのh次モーメント」と呼ぶ。通常１次モーメントと２次モー

メントが興味の対象となることが多く、１次モーメントは平均値、２次モーメン

トのうち、平均値からの乖離は分散とよばれる。平均値は当該変数の「代表的な

値」、分散は当該変数の「ばらつきの程度」の尺度である。）推定目標となる母集

団特性のモーメント次数は、欠測データ処理法の適性を決める条件のひとつで

ある。欠測に伴う分布のゆがみの補正結果は、手法ごとに異なるため、特に推定

目標が１次モーメントであるか、１次より大きいモーメントであるかが手法の

適性を大きく左右する。推定目標が１次モーメントである場合、補正後の分布が

真の分布と対称性に関して同等となるような手法は、すべて推定に欠測バイア

スをもたらさないといえる。 

次に、推定目的が点推定にとどまるものか、区間推定ないし統計的仮説検定に

も及ぶものであるかということも、欠測データ処理法の適性を決める。当然なが

ら、点推定のみを目的とする分析の方が、適切な処理法の選択肢の範囲が広い。

欠測に伴う分布のゆがみの補正結果が、欠測バイアスを除去ないし緩和するも

のであっても、補正後の分布のばらつきが真の分布よりも小さくなる場合が多

い。このような場合は、推定値の標準誤差が過小評価されるため、当該手法は区

間推定ないし統計的仮説検定には適さないといえる。社会的な認識の大勢とし

ては、公的統計の目的は点推定にとどまると考えられ、区間推定ないし統計的仮

説検定には適さない手法の多くが従来用いられてきた。 

公的統計においては、統計調査の目的よりもデータの性質の方が、欠測データ

処理法の適性により大きく影響すると考えられる。データの性質としては主に、

(1)どのような補助変数（欠測が生じるしくみをモデル化する際に説明変数とな

り得る変数）が利用可能か、(2)目的となる変数を適当に加工したときにパラメ

トリックな分布（正規分布やポワソン分布など）で近似できるか、(3)調査項目の

欠測可能性について先験的な知見があるか、という点が重要である。 

第１の点については、公的統計における補助変数は、多くの場合、フレーム（標

本抽出を行うための調査客体リストすなわち母集団データベース）に情報とし

て含まれる調査客体属性である。統計調査の結果として不完全データが与えら

れたとき、適当な補助変数で標本を層化し、層ごとの回答率を確認することは有
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益である。層ごとの回答率に顕著な傾向がみられる場合、MAR を仮定した推定

において、当該補助変数を利用することができる。第 1.1.2 節図１－３の例では、

世帯ごとの金融資産保有額の欠測に関して、世帯主の就業状態が有用な補助変

数となっている。このような補助変数が利用可能か否かによって、データがMAR

か MNAR のどちらであるかが決まると考えることもできる。 

第２の点については、欠測データ処理の手法の中で、多重代入法や尤度法のよ

うなモデル依存性の高い方法による場合、目的となる変数を加工して定型的な

分布に可能な限り近づけることで、推定の一致性を保証する適切なモデルの特

定化が可能となる。たとえば、個人の所得や企業の規模のように裾の長い分布を

示す変数は対数変換することで、正規分布に近い分布を示す変数を得ることが

できる。 

第３の点については、変数の欠測可能性に関する先験的な知見が、データから

は検証することのできない分析の前提を裏付けるものとして、重要な役割を果

たす。特に、欠測可能性に関する先験的知見は、有意な補助変数の選択に役立つ

だけでなく、欠測データメカニズムのモデルの定式化にも示唆を与える。たとえ

ば調査協力に対する謝礼は、調査対象主体が回答と無回答を選択する意思決定

における誘因となり、回答群の選択原理として作用する。一定額の謝礼から得ら

れる効用が、調査対象主体ごとに異なるためである。たとえば、謝礼から得られ

る追加的な効用は、通常、所得の高い主体にとっては小さいが、所得の低い主体

にとっては大きいと考えられ、所得の小さい主体ほど回答確率が大きい。この場

合、所得額が欠測に有意な補助変数であることが分かるだけでなく、行動原理に

関する知見から調査対象主体の意思決定モデルまでもが導かれる。尤度法（第

2.6 節）では、こうした先験的な知見に基づいて調査客体の意思決定をモデル化

することで欠測バイアスの問題に対処することができる。 

また、変数の分布に関する先験的知見が欠測データメカニズムの識別に役立

つこともある。たとえば、興味の対象となる変数 Y が対称な分布に従うと分か

っている状況の下で、利用可能な情報でどのように条件付けても当該変数の観

測された値の分布が非対称となる場合、欠測データメカニズムは MNAR である

ことが示唆される。この例では、通常データに含まれる情報のみでは識別できな

い欠測データメカニズムが、「変数 Y は対称な分布に従う」というデータ外の追

加的な情報によって識別できるようになっている。 

最後に、データが示す欠測パターン及び欠測率も欠測データ処理法の適性に影響を与

える。複数の変数にわたって欠測が生じる場合、欠測パターンは複雑なものになりうる。

欠測データ処理法のなかには欠測が発生するプロセスを明示的にモデル化するものも

あり、複雑な欠測パターンを示すデータには分析を困難にするという理由で適さない場

合がある。また、欠測率が極端に小さい場合は、欠測発生プロセスのモデルを推定する
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手法で、情報量の制約が問題となる。ただし、これらは IPW 法及び尤度法を用いる場合

に関する事項であり、現行の公的統計で採用されている単一代入法などの手法において

はあまり問題とならない。 

 

 

1.3 欠測データ処理の限界 

第 1.1.1 節で概要を示し、また第 1.1 節補論で詳細を示したとおり、「欠測デー

タメカニズム」は、MCAR（missing completely at random: 完全にランダムな欠測）、

MAR（missing at random: ランダムな欠測）、MNAR（missing not at random: ラン

ダムでない欠測）の３種類に分類される。欠測データの統計的処理においては、

MCARは例外的であり、実践的にはMARとMNARを想定しなければならない。 

欠測データの統計的処理は、「欠測データ処理の適性は、欠測データメカニズ

ムに応じて決まるが、欠測データメカニズム自体はデータによって検証できな

い」という事実によって限界づけられる。具体的には、不完全データに含まれる

情報だけでは、MAR と MNAR のどちらの条件が成立しているかを検証できな

いのである。第 1.1.2 節図１－２及び１－３において、適当な補助変数を用いて

パネル（ロ）からパネル（ニ）を作成できれば MAR であり、作成できなければ

MNAR であるが、データに含まれる情報だけでは、図１－２の MNAR ではパネ

ル（ロ）のヒストグラムを描くことができないし、図１－３の MAR では、パネ

ル（ハ）の情報が得られていても、パネル（ロ）ひいては（ニ）のヒストグラム

を描くことができないのである。MNAR ではないという仮定の下では、MCAR

と MAR を比較する検定は可能であるが、MNAR ではないという仮定自体が検

証できないという限界は残る。 

この限界の下で最大限可能なことは、欠測が生じるしくみに関するあらゆる

事態を網羅的に想定して、それらの想定ごとに適切な分析を実行し、結果を比較

することである。これは「感度分析」と呼ばれるものである。不完全データが与

えられたとき、その欠測データメカニズムが先験的に明らかでない限りは、いく

つかの想定を組み合わせて感度分析をすることが望ましい。 

換言すれば、不完全データに基づく推定からは条件付の結論しか導くことができない。

欠測データメカニズムが MAR である場合を想定した推定結果と MNAR である場合を想

定した推定結果が大きく異ならなければ、幸運にも頑健な結果を得たということができ

る。 
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2. 欠測データの統計的処理 

 

上述のとおり、欠測データが与えられたとき、どのような手法が適切かを決める諸条

件のうち、最も重要なものは「欠測データメカニズム」である（ただし、他の条件とは異なり、

欠測データメカニズムをデータから検証することはできないことも指摘した（第 1.3 節））。第

1.1.1 節では、欠測データメカニズムの種類として MCAR、MAR 及び MNAR の３つが

あり、欠測データ処理に伴う問題がこの順に難しくなることを直感的に説明した。本節

では、主要な用語と概念を説明したうえで、第 2.1 節～第 2.6 節で欠測データの統計

的処理法の主要なものを説明する。 

 

 

○用語と概念 

不完全データの観測されなかった値を「欠測値（missing values）」と呼ぶ。一方、観

測された値は特に「観測値（observed values）」と呼ばれる。通常欠測値は、何らかの固

定された値をとると考えられる。たとえば、A さんが、あるアンケート調査の調査客体に

選ばれ、調査項目のひとつである年齢を回答しなかった場合、この調査から作成され

た不完全データにおいて、A さんの年齢は欠測値である。しかし、それは観測・記録さ

れていないだけであって、たとえば 30 歳という真の値は存在する。このように、ある不

完全データに対して、そのすべての欠測値に値が観測されていれば得られるはずの

データというものが仮想的に存在する。これを当該不完全データの「完全データ

（complete data）」と呼ぶ。 

不完全データは、その完全データの情報の一部に覆いをかけることによって得られたものと

みなすこともできるが、ここでやや意外なことに、不完全データは対応する完全データよりも厳

密に少ない情報しか含んでいないというわけではない。不完全データについては、調査実施

前には、どの調査項目も潜在的に欠測する可能性があり、調査実施後には、事前の欠測可能

性に関しても（事後的な）データが得られたと考えることができる。不完全データには、「（事後

に）どの値が観測されどの値が観測されなかったか」という情報が含まれている。これに対して、

完全データが観測された場合は「（事後に）すべての値が観測されている」という情報が得られ

たことになるが、この情報は欠測可能性を推定するうえでは役に立たない情報である。つまり、

幸運にも欠測が生じることなく完全データが得られた場合は、（事後の）データから事前の欠測

可能性を推定するのに利用可能な情報は皆無であるが、運悪く欠測が生じて不完全データ

が得られた場合は、（事後の）データから事前の欠測可能性を推定するのに利用可能な情報

が得られたことになる。このように、不完全データはその完全データと比べて、欠測値の情報

は失われているものの、事前の欠測可能性に関する情報が追加的に含まれている。実は、

MNAR の欠測データメカニズムに対する欠測データ処理の要は、不完全データがその完全デ
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ータと比べて追加的に有する欠測可能性に関する情報をいかに活用できるかにかかっている。

念のため付言すると、欠測可能性自体には興味はないので、不完全データよりもそれに対応

する完全データを得ることの方がはるかに望ましいことはもちろんである。 

不完全データがその完全データと比べて追加的に有する欠測可能性に関する情報は、「観

測指標」又は「欠測指標」で表すことができる。調査客体݅の調査項目݆を変数 ௜ܻ௝で表す。変数

௜ܻ௝の値が観測されていれば値１をとり観測されなければ値０をとる２値変数ܴ௜௝を変数 ௜ܻ௝の「観

測指標（observation indicators）」と呼ぶ。「欠測指標（missing indicators）」は、目的の変数が

観測されなければ値１をとり観測されていれば値０をとる２値変数である。明らかに観測指標と

欠測指標のいずれか一方のみを用いれば十分であり、以下では観測指標に統一する。 

 

図２－０ 不完全データの構造 

 

 

ある不完全データが与えられたとき、それは対応する完全データと観測指標の組合せ

ሺ ௜ܻ , ܴ௜ሻで表すことができる。このような不完全データの表現の具体例を図２－０に示す。作成さ

れた不完全データは実際には左端の表のようにみえるが、その背後には中央の表に示すとお

りの現実があって、これが当該不完全データの完全データである。完全データの表の中で背

景灰色の値が欠測値である。完全データのどの部分が観測されているかを示すのが、右端の

表に示す観測指標のデータである。このように不完全データは、それに対応する完全データと

欠測指標データの組合せによって表現できる。 

一般的に、何らかのデータが得られたとき、そのデータの背後に確率空間を想定することが

でき、得られたデータはその確率空間におけるひとつの試行の結果とみることができる。背後

に存在する確率空間を「データ生成過程（data generating process）」と呼ぶ。さて、不完全デー

タሺ ௜ܻ , ܴ௜ሻの値を発生させるデータ生成過程は、完全データሺ ௜ܻሻの値を発生させるデータ生成

過程と観測指標ሺܴ௜ሻの値を発生させるデータ生成過程の２つによって構成される。上述のとお

り、仮に完全データが観測されていればそのデータには、完全データのデータ生成過程に関

する推定に資する情報は含まれているが、欠測指標のデータ生成過程に関する推定に資す

る情報は全く含まれていない。他方、不完全データには、完全データのデータ生成過程に関

する推定に資する情報はその一部が損なわれつつ含まれており、さらに観測指標のデータ生

成過程に関する推定に資する情報も含まれている。そして、統計調査の目的は完全データの

データ生成過程に関する推定であるのだから、観測指標のデータ生成過程に関する推定に

資する情報は何の役にも立たないかというと、そうではない。第 2.6 節でみるとおり、欠測デー

不完全データ （左の不完全データの）完全データ （左端の不完全データの）観測指標

年齢 身長(cm) 体重(kg) 年齢 身長(cm) 体重(kg) 年齢 身長(cm) 体重(kg)
Aさん - 170 65 Aさん 30 170 65 Aさん 0 1 1
Bさん 28 161 - Bさん 28 161 58 Bさん 1 1 0
Cさん 41 - - Cさん 41 166 60 Cさん 1 0 0
Dさん - 171 - Dさん 55 171 67 Dさん 0 1 0

ハイフン（‐）は無回答を表す
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タ処理が最も困難な MNAR に対しては、この情報を活用することで欠測バイアスの問題に対

処する。 

既述のとおり「欠測データメカニズム（missing data mechanism）」とは、平易にいえば「欠測の

生じるしくみ」のことであるが、より正確には、観測指標ܴ௜の（条件付）確率分布の完全データ ௜ܻ

の値に対する依存性のことである。この依存性には３種類があり、観測指標ܴ௜の（条件付）確率

分布が、完全データ ௜ܻの値に全く依存しない MCAR、少なくとも欠測値には依存しない MAR、

そして欠測値にも依存する MNAR に分けられる。MCAR と MAR では、不完全データのデータ

生成過程を構成する２つの要素すなわち完全データのデータ生成過程及び観測指標のデー

タ生成過程が条件付で互いに独立となり、他方 MNAR では、観測値で条件付ける限り両者は

互いに独立とはならない。別の言い方をすると、完全データと欠測指標の（条件付）同時分布

が、MCAR 及び MAR では欠測データの（条件付）分布と観測指標の（条件付）分布に分離で

きるが、MNAR では分離できない（これは、MCAR 及び MAR が「無視可能な欠測」と呼ばれる

ことと関係している）。MNAR に対する欠測データ処理法では、完全データと観測指標の同時

分布をモデル化することが求められる。 

欠測データの統計的処理においては、第 2 節の例題にみるとおり、不完全デ

ータの標本を層化するために用いることのできる変数が重要な役割を果たす。

不完全データのすべてのレコード（※）で値が観測されていて、標本分割の条件

付け（層化）に利用可能な変数を特に「補助変数（covariates）」と呼ぶ。欠測デ

ータメカニズムは、不完全データのデータ生成過程について定義されるが、補助

変数の利用可能性によって再定義できる。その場合、特に実践的には、補助変数

の利用可能性が MAR と MNAR の分かれ目を決するとみることができる（第

1.1.1 節 MNAR の説明参照）。このため、欠測データの統計的処理の適性は、適

当な補助変数の利用可能性に大きく依存するといえる。 

※一般的に、統計調査のデータは「調査客体×調査項目」という２つの次元をも

つ。このようなデータは、個人、世帯、企業といった調査客体を行、調査項目を

列とする行列で表現される。つまりこの行列の第i行第j列の要素は、第i番目の調

査客体の第j番目の調査項目の値を表す。個々の行を「レコード」と呼ぶ。 
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2.1 完全ケース分析 

分析に用いる変数のすべての値が観測されている調査客体のみを用いて分析を行

うことを、「完全ケース分析（complete case analysis）」と呼ぶ。完全ケース分析では、分

析に用いる変数の少なくとも１つが欠測となっている調査客体を、分析対象から除外

する。この操作を、「リストワイズ削除（list-wise deletion）」と呼ぶ。 

ひとつの分析がいくつかの分析に分解できるとき、分解された個々の分析ごとに完

全ケース分析を行うことを、「利用可能ケース分析（available case analysis）」と呼ぶ。利

用可能ケース分析では、分解された個々の分析ごとに、用いる変数の少なくとも１つが

欠測となっている調査客体を分析対象から除外しており、この操作を「ペアワイズ削除

（pair-wise deletion）」と呼ぶ。 

図２－１－１は、エンゲル係数の推定について、完全ケース分析と利用可能ケース

分析の実行例を示したものである。表(A)は、仮に欠測が生じなければ得られるはず

の完全データを示す。完全データによると、消費支出の標本総計は 292 万円で、食料

品支出の標本総計は 65.7 万円なので、総体のエンゲル係数は 22.5%である。実際に

は欠測が生じ、表(A)の背景灰色で示した値は欠測値である。 

完全ケース分析による総エンゲル係数の推定を表(B)に示す。消費支出と食料品支

出のどちらか一方でも欠測となっている調査客体は、分析対象から除外するので、

id=1, 2, 3, 4, 5, 6 の６世帯が削除される。残された６世帯については、消費支出の総計

が 187 万円で、食料品支出の標本総計が 38.8 万円なので、総体のエンゲル係数は

20.7%と推定される。 

利用可能ケース分析による総エンゲル係数の推定を表(C)に示す。利用可能ケース

分析による総エンゲル係数の推定は、完全ケース分析による総消費支出（あるいは平

均消費支出）の推定と、完全ケース分析による総食料品支出（あるいは平均食料品支

出）の推定から成っている。平均消費支出の推定では、id=1, 3, 5 の３世帯が分析対象

から除外される。残された９世帯については、消費支出の平均が 241 万円/9 世帯であ

る。他方、平均食料品支出の推定では、id=2, 4, 6 の３世帯が分析対象から除外され

る。残された９世帯については、食料品支出の平均が 52.6 万円/9 世帯である。これら

２つの推定結果を合わせて、総体のエンゲル係数は 21.8%と推定される。 
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図２－１－１ 完全ケース分析と利用可能ケース分析 

 

 

 

利用可能ケース分析は、完全ケース分析よりも削除するレコードの数が少なくなる

分だけ、推定精度の低下が抑制されるが、変数ごとに分析対象が異なるため、変数相

互間の関係性にゆがみがもたらされるという問題がある。図２－１－２は、図２－１－１と

比べて他の条件は一定として、欠測パターンが異なる場合に、完全ケース分析と利用

可能ケース分析の実行結果を示したものである。先の図２－１－１では、消費支出に

ついても食料品支出についても、支出額の小さい世帯で欠測が生じやすい状況であ

った。これに対して、図２－１－２では、消費支出については、支出額の大きい世帯で

欠測が生じ、食料品支出については、支出額の小さい世帯で欠測が生じている。つま

り、図２－１－２の利用可能ケース分析では、消費支出の平均値は支出額が相対的に

小さい世帯の組合せで算出され、食料品支出の平均値は支出額が相対的に大きい

世帯の組合せで算出されている。このため、図２－１－２の利用可能ケース分析の結

果は、総エンゲル係数の推定値が 28.5%と実際よりもかなり大きい値となっている。エ

ンゲル係数の分母は支出規模の大きい世帯群で計算され、分子は支出規模の小さい

世帯群で計算されていることの表れである。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(A) 完全データ (B) 完全ケース分析 (C) 利用可能分析

家計id
消費支出
（万円）

食料品へ
の支出

（万円）

家計id
消費支出
（万円）

食料品へ
の支出

（万円）

家計id
消費支出
（万円）

家計id
食料品へ
の支出

（万円）
1 16 5.5 1 1 削除 1 5.5
2 16 4.3 2 2 16 2 削除

3 17 4.4 3 3 削除 3 4.4
4 18 4.5 4 4 18 4 削除

5 18 3.9 5 5 削除 5 3.9
6 20 4.3 6 6 20 6 削除

7 22 4.8 7 22 4.8 7 22 7 4.8
8 26 5.5 8 26 5.5 8 26 8 5.5
9 28 5.8 9 28 5.8 9 28 9 5.8

10 33 6.7 10 33 6.7 10 33 10 6.7
11 36 7.6 11 36 7.6 11 36 11 7.6
12 42 8.4 12 42 8.4 12 42 12 8.4

合計 292 65.7 合計 187 38.8 合計 241 合計 52.6

削除

削除

削除

削除

削除

削除

エンゲル係数ൌ
65.7
292

ൌ 22.5% エンゲル係数ൌ
38.8
187

ൌ 20.7% エンゲル係数ൌ
52.6
241

ൌ 21.8%
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図２－１－２ 利用可能ケース分析の問題 

 

 

 

完全ケース分析は、最も簡単な欠測データ対処法であり、多くの統計処理ソフトウェ

アで、不完全データを分析する場合には原則的に適用される。しかし、完全ケース分

析では、欠測データメカニズムが MCAR でない場合、リストワイズ削除によって分析対

象標本が偏ることで、推定にバイアスが生じる。また、回答率が十分に大きくない限り、

リストワイズ削除によって、データから失われる情報の量は相当大きい。この失われた

情報のために推定の精度は低下する。 

本章冒頭で述べたとおり、欠測バイアスとは、不完全データに完全ケース分析を実

施したときに推定に生じるバイアスのことである。欠測データの問題を考えるうえで、完

全ケース分析が出発点となる。完全ケース分析とは異なる手法でバイアスのない推定

を行うのが、欠測データの統計的処理である。 

 

2.2 単一代入法 

不完全データのすべての欠測値を、それぞれ適当な規則に基づいて決められた値

で置き換えることによって、あたかも欠測のないデータを作成することができる。このよ

うに作成されるデータを「疑似完全データ（pseudo-complete data）」と呼ぶ。欠測値に

代わる値として代入される値を「代入値（imputed values）」と呼ぶ。疑似完全データを１

つ作成し、それに対して分析を適用する方法が「単一代入法（single imputation 

methods）」である。 

前節で説明した完全ケース分析は、欠測を含むレコードを分析対象から除いており、

これらの削除されたレコードに含まれる情報が無駄になっているといえる。そこで、欠

測を含むレコードに含まれる情報を何らか有効活用できないかという動機が働き、その

第１歩として単一代入法を位置付けることができる。単一代入法は、後述の多重代入

(A) 完全データ (B) 完全ケース分析 (C) 利用可能分析

家計id
消費支出
（万円）

食料品へ
の支出

（万円）

家計id
消費支出
（万円）

食料品へ
の支出

（万円）

家計id
消費支出
（万円）

家計id
食料品へ
の支出

（万円）
1 16 5.5 1 1 16 1 削除

2 16 4.3 2 2 16 2 削除

3 17 4.4 3 3 17 3 削除

4 18 4.5 4 18 4.5 4 18 4 4.5

5 18 3.9 5 18 3.9 5 18 5 3.9
6 20 4.3 6 20 4.3 6 20 6 4.3

7 22 4.8 7 22 4.8 7 22 7 4.8
8 26 5.5 8 26 5.5 8 26 8 5.5
9 28 5.8 9 28 5.8 9 28 9 5.8

10 33 6.7 10 10 削除 10 6.7
11 36 7.6 11 11 削除 11 7.6
12 42 8.4 12 12 削除 12 8.4

合計 292 65.7 合計 132 28.8 合計 181 合計 51.5

削除

削除

削除

削除

削除

削除

エンゲル係数ൌ
65.7
292

ൌ 22.5% エンゲル係数ൌ
28.8
132

ൌ 21.8% エンゲル係数ൌ
51.5
181

ൌ 28.5%
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法、尤度法、及び IPW 法と比べて、統計的な正当性が弱いものの、MAR のもとでは１

次モーメントの点推定に関する限り、欠測バイアスのない推定が可能であり、また処理

手順が容易であるため、公的統計で広く用いられてきた。 

単一代入法は、代入値の決め方に関していくつかの種類がある。その主要なものは

以下のとおりである。 

 

○平均値代入（mean imputations）・層化平均値代入（stratified mean imputations） 

観測値の平均値を代入値とする。不完全データを補助変数で層化して、代入値と

なる平均値を層ごとに計算する方法は、特に「層化平均値代入（stratified mean 

imputations）」と呼ぶ。層化平均値代入は、層ごとの回答率により抽出ウェイトを調整する方

法と同じ点推定の結果をもたらす。 

 

○回帰代入（regression imputations） 

欠測が生じた変数を従属変数とし、補助変数を独立変数とする回帰モデルを、観測

レコードのすべてを用いて推定し、推定された回帰モデルの理論値を代入値とする。 

回帰モデルの関数形の特定（線形か非線形か、どの補助変数を独立変数とするか

等）及び推定方法（OLS、GLS、MLE、GMM 等）に関して選択の余地がある。 

目的の変数が連続変数である場合は、線形回帰モデルを OLS により推定する方法が

よく用いられる。 

 

○確率的回帰代入（stochastic regression imputations） 

回帰代入の代入値に、推定された分布から乱数発生させた誤差項を加えた値を代

入値とする。誤差項を代入値へ加算するのは、回帰代入では捉えることのできない欠

測値のばらつきを捉えることを意図している。 

欠測する変数が連続変数である場合は、たとえば正規分布線形回帰モデルが考えられる。

この場合、誤差項が従う正規分布の平均は０であり（線形回帰モデルに定数項を含む）、分散

には完全ケース分析の推定値を用いる。欠測する変数が離散変数である場合は、たとえば多

項ロジットモデルが考えられる。この場合、推定された確率に従って代入する離散値を確率的

に決める。 

 

○マッチング代入（matching imputations） 

欠測値をもつレコードと、すべての変数が観測されているレコードの間で、互いに補

助変数の値が類似しているものを対応付け、後者の観測値を前者の欠測値に代入す

る。補助変数の値の類似性は、適当に定義された距離によって測る。このマッチング

の方法を、「最近傍マッチング（nearest neighbor matching）」と呼ぶ。 

マッチング代入は OLS による回帰代入と関係がある。Angrist and Pischke (2008)が示すとお



27 
 

り、マッチングと OLS 回帰のそれぞれによる平均処置効果の推定量は、両者とも補助変数の

値で条件付けた処置効果の加重平均という形式をもつ。両者間では加重平均のウェイトに差

異がある。 

補助変数の値の類似性は、補助変数のベクトル空間における距離によって測る。用いる距

離に応じて種類がある。最近傍マッチングにおいて計測されるレコード݅とレコード݆の間の距離

݀ሺ݅, ݆ሻの定義としては以下のものが挙げられる。 

 

一般化２次ノルム： 

݀൫ݔ௜, ௝൯ݔ ൌ ൛൫ݔ௜ െ ௜ݔ௝൯′ܳିଵ൫ݔ െ ௝൯ൟݔ
ଵ
ଶ 

 

ここで、行列ܳによって種類が決まる。もっとも簡単な距離はユークリッド距離であり、ܳ ൌ ܫ

である。行列ܳが次式である場合は、「マハラノビス距離（Mahalanobis distance）」と呼ばれる。 

ܳ ൌ
ሺܺ െ 1௡ሻ′ܹሺܺ′ݔ̅ െ 1௡ሻ′ݔ̅

∑ ௜௜∈ௌݓ െ 1
 

 

ただし、ここでݓ௜はレコード݅の標本抽出ウェイト、行列ܹは標本抽出ウェイトの対角行列、

ݔ̅ ≡ ∑ ௜௜∈ௌݔ௜ݓ ∑ ⁄௜௜∈ௌݓ である。つまり、行列ܹは補助変数の標本分散共分散行列ܳ ൌ

ሻ෣ݔሺݎܸܽ である。用いる変数の中には個体間での変動が大きいものもあれば小さいものもありま

た、互いに相関の強い組合せもあれば弱い組合せもある。 

マハラノビス距離は、分散の大きい変数や相関の強い変数の組合せの距離に対する効果

を割り引くという考え方に基づいている。分散の大きい補助変数の距離に対する効果を割り引

くという点に関しては、たとえば、身長と体重の２つの補助変数でユークリッド距離を計算すると、

身長の単位を cm として体重の単位を kg とする場合と、身長の単位を m として体重の単位を

同じく kg とする場合では、前者の場合で後者の場合と比べて身長の分散が大きくなる。両者

の場合で距離の値が異なるだけでなく、距離の大小関係による順序も異なる。これに対してマ

ハラノビス距離では、補助変数の標本分散共分散行列の逆行列対角成分によって単位の効

果が除去される。 

また、相関の強い補助変数の組が距離に与える効果を補正するという点に関しては、たとえ

ば、個人を単位とするデータで補助変数に「身長」と「体重」と「肩からかかとまでの長さ」という

３つの変数が採用されている場合と、「身長」と「体重」という２つの変数が採用されている場合

では、前者の場合には正の相関が極めて強い２つの身長関連変数が体重の距離に対する効

果を後者の場合と比べて弱くする。これに対してマハラノビス距離では、補助変数の標本分散

共分散行列の逆行列非対角成分によって多重共線的な変数の組合せの効果を補正する。も

ちろん補助変数の組合せは分析者が決めるものなので、上記３変数のような無意味な組合せ

は採用されない。相関の強い補助変数の組が距離に与える効果を補正する必要がないと認
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められるときは、行列 Q に用いる補助変数の標本分散共分散行列の非対角成分をすべて値

0 に置換えればよい。 

 

最大値ノルム： 

݀ሺ݅, ݆ሻ ൌ ݔܽ݉
௞
หݔ௞௜ െ  ௞௝หݔ

上式の距離を用いる場合は、補助変数の単位を統一しなければならない。方法としては、

変数ごとに標本標準偏差で割って基準化することや、標本内における大小関係の順位に変

換することが考えられる。 

 

予測平均（predictive mean）間距離： 

݀ሺ݅, ݆ሻ ൌ ൛ݕොሺݔ௜ሻ െ ௝൯ൟݔො൫ݕ
ଶ
 

 

ここで変数ݕොሺݔ௜ሻは、一部に欠測が生じている変数ܻから補助変数ܺへの回帰モデルのレコ

ード݅における理論値である。 

 

マッチングで結び付けられる相手の数の決め方に関しても種類がある。あらかじめ

決められた値 k について、近いものから順に k 個の相手を結びつけ、それらのレコー

ドの値の平均値を代入値とする場合は、「k-最近傍マッチング（k-nearest neighbor 

matching）」と呼ばれる。これに対して、あらかじめ決められた値 c について、距離が値

c を下回る相手を結びつけ、それらのレコードの値の平均値を代入値とする場合は、

「キャリパーマッチング（caliper matching）」と呼ばれる。 

補助変数の値によって、調査客体間の距離を測定する最近傍マッチングに対して、

補助変数の値で条件付けた観測確率の推定値によって、距離を測定する方法が「傾

向スコアマッチング（propensity score matching）」である。 

補助変数 ௜ܺの値で条件付けた観測確率݌ሺ ௜ܺሻ ≡ ሺܴ௜ݎܲ ൌ 1| ௜ܺሻは、観測指標ܴ௜（目

的となる変数 ௜ܻが観測された場合に値１をとる２値変数）の補助変数 ௜ܺによる「傾向スコ

ア（propensity score）」と呼ばれる。傾向スコアܲሺܴ ൌ 1|ܺ ൌ ሻを言葉で表すと、「補助ݔ

変数ܺが特定の値ݔをとる場合に、目的となる変数ܻが観測される確率」である。補助変

数に何を用いるかによって傾向スコアの値は変わる。第 1.1.1 節 MAR の具体例（目的

となる変数ܻは所得額で補助変数ܺは就業状態）では、「無業者は必ず回答し、有業

者 は 50% の 確 率 で 回 答 す る 」 の で 、無業者の 傾 向 ス コ ア の 値 は 1 で あ り

（ ൫ܴ௜ݎܲ ൌ 1ห ௜ܺ ൌ無業者൯ ൌ 1 ） 、 有 業 者 の 傾 向 ス コ ア の 値 は 0.5 で あ る

൫ܴ௜ݎܲ） ൌ 1ห ௜ܺ ൌ 有業者൯ ൌ 0.5）。第 1.1.1 節 MCAR の極端な具体例（硬貨を投げて

表が出れば回答し、裏が出れば回答しない）では、いかなる補助変数を用いても、す

べての調査対象について傾向スコアの値は 0.5 である。 
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通常、観測指標の傾向スコアの値は知られていないので、データから推定する必要

がある。傾向スコアの推定値は、観測指標を従属変数とし、補助変数を独立変数とす

る２項モデルの推定によって得られる。 

傾向スコアマッチング代入法は、傾向スコアの推定値のみを補助変数とする最近傍

マッチング代入法であるといえる。 

補助変数に離散変数が含まれる場合、最近傍マッチングでは離散の補助変数の数が増え

ると指数的にカテゴリの数が増える（たとえば、性別と所在都道府県の２つの離散変数によっ

て 2×47=94 のカテゴリが区別される。）ので、観測レコードと欠測レコードが各カテゴリに均等

に分布しなければマッチングごとの近接性のばらつきが大きくなり、近距離マッチングと遠距離

マッチングが区別されずに混在することになる。これに対して傾向スコアマッチングでは、傾向

スコア（の推定値）というひとつの変量で距離を測る（すなわち傾向スコアの差（の絶対値）が距

離となる）ので、遠距離マッチングの問題は緩和される。また、MAR の下では、傾向スコアの値

の み で 条 件 付 け る こ と で 観 測 確 率 が 欠 測 値 に 依 存 し な く な る （ ※

݂ሺܴ|ܻ, ܺሻ ൌ ݂ሺܴ|ܺሻ ⇒ ݂൫ܴหܻ, ሺܺሻ൯݌ ൌ ݂൫ܴห݌ሺܺሻ൯が成り立つ）ため、傾向スコアの値に

基づく層化平均値代入でも欠測バイアスを緩和することができる。 

 

○LOCF（last observation carried forward）・LVCF（last value carried forward） 

同一の標本について複数時点にわたって変数の値を観測・記録することで得られる

データを「パネルデータ」と呼ぶ。パネルデータが作成される統計調査では、直近の観

測値を代入値とすることが可能である。この方法は LOCF あるいは LVCF と呼ばれる。 

 

2.2.1 各単一代入法の処理手順 

各単一代入法の処理内容を理解するための例を、図２－２－１～２－２－８に示す。

これらの図では、同一の不完全データに対して、それぞれの手法を適用している。例

示に用いた不完全データは人工的に作成したものであり、レコード数が 20、変数の数

が３（欠測指標を含めると４）である。実感をもたせるために例として、調査客体単位を

個人とし、３つの変数は、変数ݕを今月末の対前月末体重変化分（kg）、変数ݔଵを前月

末の対前々月末体重変化分（kg）、変数ݔଶを今月の対前月１日当たり運動量変化分

（時間/日）とする。今月末の体重変化分ݕに欠測が生じ、前月末の体重変化分ݔଵ及び

今月の運動量変化分ݔଶには欠測が生じないとする。 

 

○完全ケース分析 

図２－２－１は、完全ケース分析の実行例を示したものである。20 人中７人で今月末

の体重変化分ݕが観測されておらず、淡灰色で示している。これらの７人を除き、残っ

た 13 人のみを用いて分析を行うのが完全ケース分析である。データセット２列目の変
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数ݕ∗は、体重変化分ݕの真の値であり、欠測となった 7 人の値も入っているが、実際は

観測されていない。  

ここで、人工的に作成した不完全データの性質をいくつか指摘しておく。第１に、今

月末の体重変化分（の真の値）ݕ∗と前月末の体重変化分ݔଵの間には正の相関、今月

末の体重変化分（の真の値）ݕ∗今月の運動量変化分ݔଶの間には負の相関がある。つ

まり、すべての調査客体について値が観測されているݔଵとݔଶは、ݕ∗の値を予測するの

に有用な情報を含んでいる。完全ケース分析は、このような有用な情報を一切用いて

おらず無駄にしているということができる。この無駄に対する「もったいない」という意識

が、補助変数を用いた層化平均値代入法、回帰代入法、マッチング代入法等の手法

の動機となっている。 

第２に、図においてレコードは体重変化分ݕ∗に関して昇順で並んでいるので、体重変化分

の値が大きい個人ほどその値が観測されていないという傾向がみてとれる。事実、この不完∗ݕ

全データは MNAR の確率モデルにもとづいて作成している。この図では、体重変化分の真の

値ݕ∗をみせているため、欠測データメカニズムが MNAR であることが分かるが、実際には真の

値は分からないので MNAR であるか否かを不完全データの情報から知ることはできない。 

 

○平均値代入法 

図２－２－２は、平均値代入法の実行例を示したものである。今月の体重変化分yに

ついて値が観測されているレコードのみで平均値を求め、その値を 7 人分の欠測レコ

ードの代入値とする。上述のとおり、この不完全データは MNAR 条件のもとで作成し

ているため、代入値となる平均値は、ݕの値が比較的小さい人たちの平均値であり、そ

の小さい値を、実はݕの値が大きい人たちに代入している様子が分かる。もしこの不完

全データを MCAR 条件のもとで作成していれば、代入値となる平均値の算出では、

体重変化分ݕの値が小さい人たちの側にも大きい人たちの側にも偏ることはなく、真の

平均値に近い値が代入値となる。最後に、この平均値代入は、完全ケース分析と同様

に、欠測データに含まれる有用な情報を一切用いていないことが分かる。 

 

○層化平均値代入法 

図２－２－３は、層化平均値代入法の実行例を示したものである。ここでは、運動量

変化分ݔଶの値の４分位により標本を４分割している。変数 class_ݔଶは、ݔଶの値が第何

分位に含まれるかを表している。４分割された部分標本のそれぞれについて、観測さ

れているレコードのみで平均値を求め、その値を欠測値に代入する。 

図の右側には４つの部分標本が示されている。第１の部分標本は、前月と比べて今

月の運動量を大きく減らした人たちのグループであり、運動不足により今月は前月より

も体重が増えている可能性が高い。第２の部分標本は、運動量を減らしたものの、第１

のグループほどではない人たちのグループであり、運動不足により体重が増えている
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かもしれないが、その程度は第１のグループほどではないことが期待される。第３の部

分標本は、運動量を大きくは変化させなかった人たちであり、体重にも大きな変化は

ない可能性が高い。第４の部分標本は、運動量を増やした人たちであり、体重は減っ

ていると予想される。そして、たまたま第４の部分標本では、今月の体重変化分ݕの値

が欠測となっている人はいないため、運動量変化分にもとづく上述の予想を確かめる

ことができる。確かに、第４の部分標本では概ね体重が減少している。 

層化は、似た者同士を同じグループにまとめるので、欠測値への代入値が似た者

同士で似た値となる。このとき、何に関して似ているかが重要である。欠測する変数と

相関の高い変数に関して似ているほうが、代入値は真の値に近いものとなる。運動量

変化分ݔଶや前月の体重変化分ݔଵは、今月の体重変化分（の真の値）ݕ∗と相関があるも

のの例だが、たとえば、「各人の連絡先電話番号の最後の３桁の数字」といった変数の

値で層化すると、体重変化分とは無関係なことに関して似た者同士に似た値を代入す

ることになる。欠測となった７人が、体重変化分に関して意味のある区別をされずに分

割されるので、たとえば id=19 と 20 の人を互いに似た者同士とはせずに、id=3 と 20 の

人を互いに似た者同士とする余地がでてくる。 

この例では、今月の運動量変化分ݔଶの値に基づいて層化しているが、もちろん、前

月の体重変化分ݔଵを層化に用いてもよいし、また前月の体重変化分ݔଵと運動量変化

分ݔଶの両方を層化に用いてもよい。理屈としては、MNAR に対しては、欠測を生じる

変数の真の値ݕ∗に対する予測力が最も大きい変数ないし変数の組合せを層化に用い

るのがよい。ただし、実際にはどの変数ないし変数の組合せで真の値ݕ∗に対する予測力が大き

いかはデータから知ることはできない。この例では、１期前の体重変化分ݔଵと運動量変化分ݔଶの両

方を組み合わせた方が今期の体重変化分（の真の値）ݕ∗の予測力が大きいことが常識的に判断で

きる（図ではそうしていないが）。このように、アプリオリな知見の活用も欠測データ処理には重要で

ある。最後に、層化平均値代入法では、完全ケース分析や平均値代入法で無駄にさ

れていた情報が活用されているといえる。 

 

○回帰代入法 

図２－２－４は、回帰代入法の実行例を示したものである。まず不完全データに対し

て、今月の体重変化分ݕを被説明変数とし、前月の体重変化分ݔଵ及び運動量変化分

ଶを説明変数とする回帰分析を（完全ケース分析により）行う。そこで推定された回帰ݔ

モデル（図の例では線形回帰モデル）にもとづいて、欠測を出した７人についてݔଵ及

びݔଶの値からݕの理論値を代入値とする。層化平均値代入法と同様に回帰代入法で

は、完全ケース分析や平均値代入法では無駄にされていた情報（ݔଵ及びݔଶ）が、代入

値を回帰モデルの理論値として算出する段階で活用されている。 

図中右上部分のグラフは、横軸に回帰分析の理論値、縦軸に観測値をとった散布

図である。灰色の点は今月の体重変化分ݕが観測された 13 人を表し、黒色の点は（の
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真の値）ݕ∗が観測されなかった７人を表している。この７人については、縦軸の座標が

分からないので、回帰分析の理論値を観測値の代わりに縦軸座標としている。完全ケ

ースの 13 人については、縦軸は観測値を表し、欠測となった７人に関しては、縦軸は

横軸と同じく理論値であるから、欠測となった７人の点はグラフ中の点線で示した 45 度

線上に位置する。回帰モデルのパラメータの推定値は、灰色の点について 45 度線か

らの垂直距離の平方和を最小化する値である。こうして得られたパラメータ推定値に

基づいて欠測となった７人の体重変化分ݕの理論値が計算される、つまり黒色点の 45

度線上での位置が決まる。 

回帰代入法も似た者同士には似た値を代入値とするという点で、上述の層化平均

値代入法と同じである。回帰代入の場合、何に関する類似性かといえば、説明変数に

関する類似性である。もっとも、層化平均値代入法は、回帰代入法の特殊例とみることもで

きる。すなわち、層への所属を表すダミー変数を説明変数とする線形回帰モデルによる回帰

代入法が層化平均値代入である。 

 

 

○確率的回帰代入法 

図２－２－５は、確率的回帰代入法の実行例を示したものである。図２－２－６の回

帰代入法と同様に、まず不完全データに対して、今月の体重変化分ݕを被説明変数と

し、前月の体重変化分ݔଵ及び運動量変化分ݔଶを説明変数とする回帰分析（完全ケー

ス分析により）を行う。そこで推定された回帰モデル（図の例では線形回帰モデル）に

もとづいて、欠測を出した７人についてݔଵ及びݔଶの値からݕの理論値を求める。確率的

回帰代入法では、推定された回帰モデルの誤差項が従う分布から乱数を発生させ、

得られた値を回帰モデルの理論値に加えたものを代入値とする。この点が、回帰代入

法と異なる。 

図中右上部分のグラフを図２－２－６のものと比較すると、欠測となった 7 人を表す黒色点

は 45 度線からランダムに乖離する。各黒色点の 45 度線からの垂直距離がそれぞれに実現し

た誤差項の値である。この図によると、id=16 の人には正で比較的大きな誤差項が発生してお

り、id=20 の人には負で比較的大きな誤差項が発生している。つまり id=16 の人には理論的に

予測されるよりも大きな体重の増加をあてがい、id=20 の人には理論的に予測されるよりも小さ

な体重の増加をあてがっているのであるが、このような個々人の代入値にみられる理論値から

の乖離自体は無作為に乱数として発生させたものである。それでも、標本全体でこれらの個別

の効果が、大数の法則により、互いに打消し合うので、確率的回帰代入法により得られた疑似

完全データによる１次モーメントの推定は回帰代入法の結果と漸近的に等価である。それでは

なぜ誤差項を代入値に加算するのかというと、それは回帰代入法にともなう推定精度の過大

評価及び１次よりも大きいモーメントの推定における欠測バイアスが、誤差項を加算することに

よって緩和されるからである。 
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○マッチング代入法（最近傍マッチング） 

図２－２－６は、最近傍マッチング代入法の実行例を示したものである。最近傍マッ

チングでは、変数ݕが欠測している調査客体݅、及び変数ݕが観測されている調査客体

݆との間の類似性を、調査客体݅の補助変数の値ݔ௜及び調査客体݆の補助変数の値ݔ௝
の間の距離によって測り、距離が十分小さいもの同士を結び合わせる。そして、結び

合わされた観測レコードと欠測レコードで、観測レコードの値を欠測レコードの欠測値

に代入する。マッチング代入法でも、完全ケース分析や平均値代入法では無駄にさ

れていた情報（ݔଵ及びݔଶ）が、回答者と無回答者の間の距離を算出する段階で活用さ

れている。 

前月の体重変化分ݔଵと運動量変化分ݔଶという２つの補助変数があるので、２次元実

数ベクトル空間で、今月の体重変化分ݕの値が欠測となった７人と、欠測とはならなか

った 13 人の間の距離を総当たりで測る。つまり、7×13＝91 通りの組み合わせについ

て両者間の距離を計算する。図の例では距離概念の定義としてマハラノビス距離を用

いている。欠測となった７人のそれぞれに組み合わせの相手となる候補が 13 人いるが、

そのなかで最も距離の近い者と組み合わされる。計算の結果、たとえば id=3 の無回答

者には id=8 の回答者が最も近い者、つまり最も似ている者として結び合わされている。

両者間の距離はマハラノビス距離で 0.67 である。結ばれたもの同士の距離で両者の

類似性を測るので、たとえば、id=16 の無回答者と id=12 の回答者の類似性よりも、

id=13 の無回答者と id=14 の回答者の類似性のほうが大きいということも分かる（距離

の値 1.44 と 0.43 の比較）。 

マッチング代入法で、欠測を出したレコードと結びついて代入値を提供するレコード

を「ドナー」と呼ぶ。id=14 の回答者が id=10 の無回答者にも id=13 の無回答者にも結

ばれているが、このように、同じ回答者が複数の無回答者のドナーとなることがある。ま

た、ここでの例のようにひとりの無回答者のドナーとなる回答者の数はひとりと限る必要

はなく、複数のドナーを結びつける場合は、それらの平均値を代入値とするなどの処

理も考えることができる。 

 

○マッチング代入法（傾向スコアマッチング） 

図２－２－７は、傾向スコアマッチング代入法の実行例を示したものである。傾向ス

コアマッチング代入法では、まず標本全体を用いて傾向スコアを推定する。傾向スコ

アは、補助変数の値によって条件付けた観測確率である。標本全体、すなわち 20 人

分すべてのレコードを用いて観測確率を２つの補助変数（前月の体重変化分ݔଵと運動

量変化分ݔଶ）で説明する２項回帰モデルを推定し、全員についてそれぞれの傾向スコ

アを得ることができる。 



34 
 

たとえば、図２－２－７によると、id=1 の人の傾向スコアは 0.99 であるが、これは、

id=1 の人の前月の体重変化分ݔଵ（約 0.66kg 減）と運動量変化分ݔଶ（約 0.60 単位増）

から推定した結果、id=1 の人は約 99%の確率で、今月の体重変化分（の真の値）y∗を

回答する、ということを意味している。そして実際、id=1 の人は回答している。一方、

id=3 の人は、約 52%の確率で体重変化分（の真の値）y∗を回答するとの推定結果であ

ったにもかかわらず（それほど低くはない確率で回答する条件を備えていた人であっ

たが）、結果的には回答してくれなかった。 

次に、７人の無回答者と 13 人の回答者の間で傾向スコアの差の絶対値を総当たり

で計算し、７人の無回答者それぞれについてその値が最も小さい回答者を結びつけ

る。たとえば id=3 の無回答者は、回答者の中では id=14 の人と傾向スコアの値が最も

近く、その差は約 18%ポイントである。つまり傾向スコアマッチング代入法では、観測

確率に関して似た者同士を結び合わせている。無回答者の欠測値には、結ばれた相

手の回答者の値を代入値とする。 

 

○LOCF 

図２－２－８は、LOCF の実行例を示したものである。LOCF は、他の単一代入の手

法と異なり、パネルデータにのみ適用できる手法である。この例では、補助変数の中

に欠測を生じる変数ݕの１期前の値ݔଵがすべての人について観測されているため、欠

測値には 1 期前の値を代入値とする。たとえば、id=3 の調査客体は、今月の体重変

化分ݕは観測されていないが、前月の体重変化分ݔଵが観測されているので、LOCF で

はその値（0.59kg）を今月の体重変化分ݕに代入する。 

今月の体重変化分の値が大きい人ほど欠測となっているので、欠測バイアスは今

月の体重変化分の値が小さい側へのバイアスとなるが、LOCF がこの欠測バイアスを

緩和するのは、前月と今月の体重変化分が正の相関をもつときだけである。これは他

の単一代入法にはない LOCF 独自の性質である。 

 

◇まとめ 

各単一代入法を比較すると、第１に、層化平均値代入法、回帰代入法、確率的回

帰代入法及びマッチング代入法は、完全ケース分析や平均値代入法では無駄に捨

てられていた情報の活用が図られている。パネルデータにおいて、直近に観測された

値を代入値とする LOCF も、完全ケース等と比べて情報の活用が図られている。 

第２に、層化平均値代入法、回帰代入法、確率的回帰代入法及びマッチング代入

法は、「似た者同士は似た値をとる」という発想になじんでいる。そこでは、補助変数に

関して類似していれば欠測する変数に関しても類似しているはずであるという推定原

理が働いている。この推定原理は明らかに、補助変数と欠測する変数の相関が高い
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ほど正しい推定を導く。LOCF については、「似た者同士」の相手が自分自身ということ

になるが、他の単一代入法にはない LOCF 独自の問題（上述）を招かないためには今

期と前期が似た状況であることが重要である。 

第３に、確率的回帰代入法は回帰代入法にともなう推定精度の過大評価及び１次

よりも大きいモーメントの推定における欠測バイアスを緩和する。この点については、

後でさらに詳しくみる。 

欠測レコードの情報を無駄にせず、また補助変数の説明力を活用するという点は、

層化平均値代入法、回帰代入法、確率的回帰代入法及びマッチング代入法の完全

ケース分析及び単純な平均値代入法に対する優位性である。 
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図２－２－１ 完全ケース分析の処理手順 

 

 

y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数 

  

不完全データ 分析に用いる情報

id y* y missing x1 x2 id y* y missing x1 x2

1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60 1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60
2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93 2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93
3 -0.83 1 0.59 0.31 4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51
4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51 5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09
5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09 6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35
6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35 7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41
7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41 8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45
8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45 9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44
9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44 11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57

10 0.15 1 0.18 -0.40 12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83
11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57 14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28
12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83 15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40
13 0.81 1 0.33 -0.01 17 1.09 1.09 0 0.00 0.20
14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28
15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40
16 1.05 1 1.78 -0.68
17 1.09 1.09 0 0.00 0.20
18 1.33 1 0.16 -1.86
19 1.41 1 0.62 -1.61 分析には用いない情報

20 1.43 1 0.97 -1.12

id y* y missing x1 x2

3 -0.83 1 0.59 0.31
10 0.15 1 0.18 -0.40
13 0.81 1 0.33 -0.01
16 1.05 1 1.78 -0.68
18 1.33 1 0.16 -1.86
19 1.41 1 0.62 -1.61
20 1.43 1 0.97 -1.12
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図２－２－２ 平均値代入法の処理手順 

 

 

y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数、ymean: 平均値代入による代入値 

  

id y* y missing x1 x2 ymean id y* y missing x1 x2

1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60 -1.49 1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60
2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93 -1.25 2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93
3 -0.83 1 0.59 0.31 -0.02 4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51
4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51 -0.39 5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09
5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09 -0.28 6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35
6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35 -0.26 7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41
7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41 -0.21 8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45
8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45 -0.18 9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44
9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44 0.10 11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57

10 0.15 1 0.18 -0.40 -0.02 12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83
11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57 0.18 14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28
12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83 0.80 15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40
13 0.81 1 0.33 -0.01 -0.02 17 1.09 1.09 0 0.00 0.20
14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28 0.81
15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40 0.86 平均値 -0.02

16 1.05 1 1.78 -0.68 -0.02

17 1.09 1.09 0 0.00 0.20 1.09
18 1.33 1 0.16 -1.86 -0.02

19 1.41 1 0.62 -1.61 -0.02

20 1.43 1 0.97 -1.12 -0.02
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図２－２－３ 層化平均値代入法の処理手順 

 

 
y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数、classx2: 補助変数 x2 の４分位階層、ystr_mean: 補助変数 x2

にもとづく層化平均値代入による代入値 

  

id y* y missing x1 x2 classx2 ystr_mean id y missing x2 classx2

1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60 4 -1.49 12 0.80 0 -0.83 1
2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93 4 -1.25 15 0.86 0 -1.40 1
3 -0.83 1 0.59 0.31 3 0.54 18 1 -1.86 1
4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51 2 -0.39 19 1 -1.61 1
5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09 3 -0.28 20 1 -1.12 1
6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35 4 -0.26 平均値 0.83
7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41 2 -0.21
8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45 4 -0.18 id y missing x2 classx2

9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44 2 0.10 4 -0.39 0 -0.51 2
10 0.15 1 0.18 -0.40 2 -0.16 7 -0.21 0 -0.41 2
11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57 4 0.18 9 0.10 0 -0.44 2
12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83 1 0.80 10 1 -0.40 2
13 0.81 1 0.33 -0.01 3 0.54 16 1 -0.68 2
14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28 3 0.81 平均値 -0.16
15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40 1 0.86
16 1.05 1 1.78 -0.68 2 -0.16 id y missing x2 classx2

17 1.09 1.09 0 0.00 0.20 3 1.09 5 -0.28 0 0.09 3
18 1.33 1 0.16 -1.86 1 0.83 14 0.81 0 -0.28 3
19 1.41 1 0.62 -1.61 1 0.83 17 1.09 0 0.20 3
20 1.43 1 0.97 -1.12 1 0.83 3 1 0.31 3

13 1 -0.01 3
平均値 0.54

id y missing x2 classx2

1 -1.49 0 0.60 4
2 -1.25 0 1.93 4
6 -0.26 0 0.35 4
8 -0.18 0 0.45 4

11 0.18 0 0.57 4
平均値 -0.60

1

2

3

4
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図２－２－４ 回帰代入法の処理手順 

 

 
y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数、yreg: 回帰代入による代入値 
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図２－２－５ 確率的回帰代入法の処理手順 

 

 
y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数、ystch_reg: 確率的回帰代入による代入値 

id y* y missing x1 x2 ystch_reg

1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60 -1.49
2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93 -1.25
3 -0.83 1 0.59 0.31 0.93
4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51 -0.39
5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09 -0.28
6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35 -0.26
7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41 -0.21
8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45 -0.18
9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44 0.10

10 0.15 1 0.18 -0.40 0.94
11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57 0.18
12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83 0.80
13 0.81 1 0.33 -0.01 0.22
14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28 0.81
15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40 0.86
16 1.05 1 1.78 -0.68 2.41
17 1.09 1.09 0 0.00 0.20 1.09
18 1.33 1 0.16 -1.86 1.20
19 1.41 1 0.62 -1.61 2.02
20 1.43 1 0.97 -1.12 0.68

id y* y missing x1 x2 id y* y missing x1 x2

3 -0.83 1 0.59 0.31 1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60
10 0.15 1 0.18 -0.40 2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93
13 0.81 1 0.33 -0.01 4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51
16 1.05 1 1.78 -0.68 5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09
18 1.33 1 0.16 -1.86 6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35
19 1.41 1 0.62 -1.61 7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41
20 1.43 1 0.97 -1.12 8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45

9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44
11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57
12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83
14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28
15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40
17 1.09 1.09 0 0.00 0.20
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図２－２－６ 最近傍マッチング代入法の処理手順（図は 1 対 1 マッチング） 

 

 

y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数、idnnmatch: 最近傍マッチングによって合された相手レコ

ードの id、distnnmatch: マッチングの相手との間の距離（行列 Q により距離概念を定義する）、ynnmatch: 最近傍マッチング代入

による代入値 

  

id y* y missing x1 x2 idnnmatch distnnmatch ynnmatch

1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60 -1.49
2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93 -1.25 id y missing x1 x2

3 -0.83 1 0.59 0.31 8 0.67 -0.18 8 -0.18 0 0.06 0.45
4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51 -0.39
5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09 -0.28
6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35 -0.26
7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41 -0.21
8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45 -0.18
9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44 0.10 id y missing x1 x2

10 0.15 1 0.18 -0.40 14 0.60 0.81 14 0.81 0 0.61 -0.28
11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57 0.18
12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83 0.80 id y missing x1 x2

13 0.81 1 0.33 -0.01 14 0.43 0.81 14 0.81 0 0.61 -0.28
14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28 0.81
15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40 0.86 id y missing x1 x2

16 1.05 1 1.78 -0.68 12 1.44 0.80 12 0.80 0 0.70 -0.83
17 1.09 1.09 0 0.00 0.20 1.09 id y missing x1 x2

18 1.33 1 0.16 -1.86 15 1.08 0.86 15 0.86 0 -0.66 -1.40
19 1.41 1 0.62 -1.61 12 0.93 0.80 12 0.80 0 0.70 -0.83
20 1.43 1 0.97 -1.12 12 0.44 0.80 12 0.80 0 0.70 -0.83

݁ܿ݊ܽݐݏ݅݀ ݅, ݆ ≡
ଵ௜ݔ െ ଵ௝ݔ
ଶ௜ݔ െ ଶ௝ݔ

ᇱ
ܳିଵ

ଵ௜ݔ െ ଵ௝ݔ
ଶ௜ݔ െ ଶ௝ݔ

ଶݔ,ଵݔ min
௝∈ௌೝ

݁ܿ݊ܽݐݏ݅݀ ݅, ݆
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図２－２－７ 傾向スコアマッチング代入法の処理手順（図は 1 対 1 マッチング） 

 

 

y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数、pscore: 傾向スコア、idpsmatch: 傾向スコアマッチングに

よって合された相手レコードの id、distance: マッチングの相手との間の距離（傾向スコアの差）、ypsmatch: 傾向スコアマッチ

ング代入による代入値（数式はロジットモデル） 

id y* y missing x1 x2 pscore idpsmatch distance ypsmatch

1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60 0.99 -1.49
2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93 0.94 -1.25 id y missing pscore
3 -0.83 1 0.59 0.31 0.52 14 0.18 0.81 14 0.81 0 0.35
4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51 0.91 -0.39
5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09 1.00 -0.28
6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35 0.99 -0.26
7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41 0.99 -0.21
8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45 0.87 -0.18
9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44 0.92 0.10 id y missing pscore

10 0.15 1 0.18 -0.40 0.64 17 0.22 1.09 17 1.09 0 0.86
11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57 0.90 0.18
12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83 0.18 0.80 id y missing pscore
13 0.81 1 0.33 -0.01 0.63 17 0.22 1.09 17 1.09 0 0.86
14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28 0.35 0.81
15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40 0.88 0.86 id y missing pscore
16 1.05 1 1.78 -0.68 0.01 12 0.17 0.80 12 0.80 0 0.18
17 1.09 1.09 0 0.00 0.20 0.86 1.09 id y missing pscore
18 1.33 1 0.16 -1.86 0.27 14 0.08 0.81 14 0.81 0 0.35
19 1.41 1 0.62 -1.61 0.10 12 0.07 0.80 12 0.80 0 0.18
20 1.43 1 0.97 -1.12 0.06 12 0.11 0.80 12 0.80 0 0.18

ݎ݋ܿݏ݌ ௜݁=
௘௫௣ ఈෝାఉ෡௫భ೔ାఊෝ௫మ೔

ଵା௘௫௣ ఈෝାఉ෡௫భ೔ାఊෝ௫మ೔

max
ఈ,ఉ,ఊ

෍ ݊݅ݏݏ݅݉ ௜݃ ln
1

1൅ ݌ݔ݁ ߙ ൅ ଵ௜ݔߚ ൅ ଶ௜ݔߛ
൅ 1െ݉݅݊݅ݏݏ ௜݃ ln

݌ݔ݁ ߙ ൅ ଵ௜ݔߚ ൅ ଶ௜ݔߛ
1൅ ݌ݔ݁ ൅ߙ ଵ௜ݔߚ ൅ ଶ௜ݔߛ

ଶ଴

௜ୀଵ

݊݅ݏݏ݅݉ ,݃ ଶݔ,ଵݔ
,ොߙ ොߛ,መߚ
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図２－２－８ LOCF の処理手順 

 

 

y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数、yLOCF: LOCF による代入値 

  

id y* y missing x1 x2 yLOCF

1 -1.49 -1.49 0 -0.66 0.60 -1.49
2 -1.25 -1.25 0 0.30 1.93 -1.25
3 -0.83 1 0.59 0.31 0.59
4 -0.39 -0.39 0 -0.42 -0.51 -0.39
5 -0.28 -0.28 0 -1.69 0.09 -0.28
6 -0.26 -0.26 0 -0.84 0.35 -0.26
7 -0.21 -0.21 0 -1.01 -0.41 -0.21
8 -0.18 -0.18 0 0.06 0.45 -0.18
9 0.10 0.10 0 -0.44 -0.44 0.10

10 0.15 1 0.18 -0.40 0.18
11 0.18 0.18 0 -0.01 0.57 0.18
12 0.80 0.80 0 0.70 -0.83 0.80
13 0.81 1 0.33 -0.01 0.33
14 0.81 0.81 0 0.61 -0.28 0.81
15 0.86 0.86 0 -0.66 -1.40 0.86
16 1.05 1 1.78 -0.68 1.78
17 1.09 1.09 0 0.00 0.20 1.09
18 1.33 1 0.16 -1.86 0.16
19 1.41 1 0.62 -1.61 0.62
20 1.43 1 0.97 -1.12 0.97
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2.2.2 各単一代入法の特徴 

次に、各単一代入法の特徴を理解するために、不完全データの数値例を図２－

３－１に示す。目標母集団から単純無作為抽出した 1,000 人の標本について、各

調査客体の体重の前月差の値を２時点にわたって収集する調査を考える。第１

時点の体重の前月差（kg）を W1、第２時点の体重の前月差（kg）を W2 とする

（実は図２－２－１～８で用いた数値例のデータを発生させたモデルと同じで

ある）。幸運にも第１時点の値はすべての調査客体について観測されたが、第２

時点の値は一部の調査客体について欠測が生じたとする。この調査から作成さ

れる不完全データに、各単一代入法を適用する（図では参考までに、第 2.5 節で

取り上げる多重代入法の適用についても示している。）。この場合、第２時点の体

重前月差 W2 が目的の変数、第１時点の体重前月差 W1 が利用可能な補助変数

となる。ここでは、目的となる変数と補助変数との間に正の相関がある場合を考

える。 

パネル(A)の上図は、第２時点の体重前月差 W2 が観測されなかった調査客体

についても、真の値が得られたときに作成される W2 のヒストグラムである。ヒ

ストグラムでは実際に観測されたデータの部分は淡灰色、欠測となったデータ

の部分は濃灰色で示し区別している。パネル(A)の下図は、第２時点と第１時点

の体重前月差の散布図である。散布図では、W2 が実際に観測された調査客体は

記号○、欠測となった調査客体は記号△で示し区別している。誰もパネル(A)の

ような真の姿を知ることはできない。 

パネル(A)をみると、第２時点の体重前月差が大きい調査客体ほど欠測する割

合が高い。この点だけを考えると、欠測の割合が欠測する変数に依存しているの

で、欠測データメカニズムは MNAR である。しかしここでは、第２時点の体重

前月差が、補助変数として利用可能な第１時点の体重前月差と正の相関を示し

ている。このため、この補助変数で層化すれば、層ごとの欠測割合は欠測する変

数の値に依存しない。つまり、条件付けに用いることで、欠測する変数の値と欠

測確率との相関を消すことができるという性質をもつ変数（第１時点の体重前

月差）が補助変数として利用可能なので、欠測データメカニズムは MAR とみな

せる。 

 

○平均値代入法 

パネル(A)に示す不完全データ（淡灰色部分）に平均値代入法を適用した結果

を、パネル(B)に示す。第２時点の体重前月差 W2 が大きい調査客体ほど欠測す

る割合が高いため、W2 が小さい側へ偏った部分標本によって計算される平均値

が代入値となる。このため疑似完全データの標本平均による母集団平均の推定
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には下方バイアスが生じる。 

また、パネル(A)のヒストグラムで濃灰色に示されたレコードは、観測された

W2 の平均値という一点に集められ、パネル(B)のヒストグラムのように高頻度

帯（点）を形成する。これが、１次よりも大きい母集団モーメントの推定におけ

る過小バイアス及び平均値代入法による推定精度の過大評価の原因となる。 

パネル(B)の散布図を真の姿であるパネル(A)の散布図と比べると、欠測となっ

た調査客体について第２時点の体重前月差を一律に一定値（観測値の平均値）と

することの副作用がみてとれる。真の姿では、この目標母集団は、第１時点と第

２時点の体重前月差に比較的高い正の相関がある（パネル(A)の散布図）。しかし、

W2 の値が大きい調査客体でより多くの欠測が発生したため、平均値代入法によ

る疑似完全データでは、W1 が最も大きい階層に属する調査客体で、W2 の代入

値が実際よりも小さい値となっている。平均値代入法では、W2 の分布をゆがめ

るだけでなく、W2 と W1 との関係性までもゆがめてしまう。 

 

○層化平均値代入法 

パネル(B)にみるような平均値代入法の問題点は、標本を適当な補助変数によ

り層化することで緩和される。パネル(A)の不完全データに層化平均値代入法を

適用した結果を、パネル(C)に示す。これは、第１時点の体重前月差 W1 の４分

位点を境に標本を４層分割し、各層ごとに層内の観測データを用いて平均値代

入を行ったものである。層が４つに分かれたため、パネル(C)とパネル(B)のヒス

トグラムを比べると、パネル(B)にみられる高頻度点は１つから４つに分散して

いる。この分散の効果は、層の数を増やすほどより大きくなる。 

 

○回帰代入法 

補助変数による標本の層化からさらに進んで、補助変数の値ごとにモデルに

基づく推定値を代入する方法が回帰代入法である。回帰代入法の結果を、パネル

(D)に示す。この例では、W2 が観測されたレコードについて、W2 を W1 へ回帰

するモデルを推定し、推定されたモデルに基づく欠測レコードの理論値を代入

値としている。平均値代入の場合にヒストグラムに出現していた高頻度点の問

題は、解消しているようにみえる。 

散布図については、パネル(B)や(C)よりは真の姿に多少近づいているようにみ

えるとはいえ、欠測データに対応するレコードが、疑似完全データでは回帰直線

上に固定されており、回帰直線からの乖離が無視されていることが分かる。少な

くとも、このばらつきが取り除かれている分だけでも、推定精度が過大評価され

ることになる。そこでこの点を考慮に入れた手法として、次のパネル(E)に示す

確率的回帰代入法を考えることができる。 
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○確率的回帰代入法 

パネル(E)には、確率的回帰代入法の結果を示す。ここでは、パネル(D)の代入

値に乱数発生させた誤差項を加えている。誤差項は正規分布に従い、その標準偏

差は回帰推定の残差から推定した値を用いている。パネル(D)と比べて、パネル

(E)では回帰直線からランダムに乖離するので、代入値のばらつきが大きくなり、

ヒストグラムも散布図も真の姿により近づいているようにみえる。このように、

誤差項を代入値に加算することで、代入を施した変数の分布のばらつきが維持

されるため、確率的回帰代入は１次よりも大きいモーメントの推定について回

帰代入よりも優れている。 

 

○マッチング代入法 

パネル(F)及び(G)には、それぞれ最近傍マッチング代入法及び傾向スコアマッ

チング代入法の結果を示す。マッチング代入の結果は、「（補助変数に関して）似

た者同士は（欠測値でも）似た値をとる」という回帰代入の性質を共有しつつ、

回帰代入の結果が回帰直線上に集中するのと比べて、マッチング代入の結果は

ばらつきを保っている。しかし一部に平均値代入の結果でみられた高頻度点が

みられる。欠測が起こる変数 W2 と補助変数 W1 に正の相関がある条件の下で、

W1 と W2 が共に大きい値をとる領域（散布図の右上側領域）で欠測率が高くな

っており、この領域では代入値を求める欠測レコードに対して、代入値を与えて

くれるマッチングの相手が希少になっている。このため当該領域では、特定の観

測レコードの値が代入値として頻繁に利用され、散布図及びヒストグラムにみ

られるとおり、代入値の高頻度点が生じることになる。 

 

○LOCF 

パネル(H)には、LOCF の結果を示す。すなわち、欠測した W2 には W1 の値

を代入している。この例では、W1 と W2 の相関が比較的に高いため、LOCF に

よって作成されるヒストグラムも真の姿に近いとみえる。系列相関が負となる

ような例（後述の図２－３－２）だと、逆の結果をもたらす。すなわち、ヒスト

グラムの欠測部分は LOCF によって反転する（大きい欠測値には小さい代入値、

小さい欠測値には大きい代入値）。また、相関図は当然ながら、欠測データの部

分は 45 度線上に固定される。 

LOCF は、回帰代入法をパネルデータに適応した場合の特殊形である。パネル

(H)LOCF に示す結果は、パネル(D)回帰代入法において定数項 0 及び補助変数の

係数 1 という極めて厳しい線形制約を課したものとみることもできる。 
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○補助変数との相関が負の場合 

図２－３－１では、第１時点の体重前月差 W1 と第２時点の体重前月差 W2 が

正の相関関係にある場合の例となっているが、W1 と W2 が負の相関関係にある

場合の例を図２－３－２に示す。補助変数との相関が正である場合と負である

場合で疑似完全データの分布を比較すると、LOCF を用いた場合に違いがみられ

る。他の単一代入法については、W1 と W2 との相関の正負にかかわらず図２－

３－１で指摘した点が成り立つ。つまり、目的となる変数との相関が正であれ負

であれ、補助変数が観測確率に説明力をもてば、その補助変数を利用した単一代

入法によって MAR の下での推定における欠測バイアスを緩和できる。 

LOCF については、W1 と W2 が負の相関関係にある場合、欠測レコードで代

入値と欠測値とでレコード間の大小関係が反転するため、図２－３－２パネル

(A)の完全データの分布にみられる欠測率と当該変数の値との正の相関が、同パ

ネル(H)の疑似完全データではみられなくなっている。この点で LOCF は他の手

法と異なり、負の系列相関や一時的共通ショックを特徴とする変数に適用する

と推定のバイアスをより大きくする。 

 

○補助変数との相関がない場合 

図２－３－３は、第１時点の体重前月差 W1 と第２時点の体重前月差 W2 に

相関がない場合について、各単一代入法の性質を示した。この場合、層化平均値

代入法（パネル(C)）は平均値代入法（パネル(B)）と似たような結果をもたらす。

MNAR のもとで W1 が W2 と無相関であれば（正確には、補助変数が欠測確率

に説明力をもたなければ）、当該補助変数 W1 による層化のメリットはない。回

帰代入（パネル(D)）もまた平均値代入法（パネル(B)）と似たような結果をもた

らす。補助変数に欠測を説明する力がなければ回帰代入にもメリットはない。事

実、補助変数と目的となる変数が無相関の場合、層化平均値代入法及び回帰代入

法は、平均値代入法と同値である。したがってこの場合の確率的回帰代入の結果

は、平均値代入の結果に誤差項のばらつきを与えたに過ぎないものとなる。マッ

チング代入法（パネル(F)及び(G)）も、代入値にもっともらしさを与えるマッチ

ングではなくランダム・マッチングとなり、結果は確率的回帰代入と同様にほぼ

意味のない代入となる。LOCF（パネル(H)）も（LOCF が非常に厳しい制約下で

の回帰代入法であると考えると）回帰代入法と同様に、真の姿（パネル(A)）を

再現できない。 

用いる補助変数が欠測確率に説明力をもたなければ、どの単一代入法も欠測

バイアスを緩和できない。そればかりではなく、作成される疑似完全データにお

いて、変数相互間の関係が代入によってゆがめられるという害をもたらすので、

このように不適当な補助変数を用いた単一代入法は避けなければならない。 
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図２－３－１ 単一代入法の数値例（１）補助変数と正の相関 

 

 

各パネルの上図は W2 のヒストグラム、下図は W2 及び W1 の散布図。ヒストグラムの

淡灰色は観測データ、濃灰色は欠測データの欠測値又は代入値をそれぞれ表す。

散布図の○は観測データ、△は欠測データの欠測値又は代入値をそれぞれ表す。 

  

(A)完全データ (C)層化平均値代入 (B)平均値代入

(D)回帰代入 (E)確率的回帰代入 (F)最近傍マッチング 

(G)傾向スコアマッチング (H)LOCF (参考)多重代入 M=1 
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図２－３－２ 単一代入法の数値例（２）補助変数と負の相関 

 

 

各パネルの上図は W2 のヒストグラム、下図は W2 及び W1 の散布図。ヒストグラムの

淡灰色は観測データ、濃灰色は欠測データの欠測値又は代入値をそれぞれ表す。

散布図の○は観測データ、△は欠測データの欠測値又は代入値をそれぞれ表す。 

  

(A)完全データ (C)層化平均値代入 (B)平均値代入

(D)回帰代入 (E)確率的回帰代入 (F)最近傍マッチング 

(G)傾向スコアマッチング (H)LOCF (参考)多重代入 M=1 
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図２－３－３ 単一代入法の数値例（３）補助変数と無相関 

 

 

各パネルの上図は W2 のヒストグラム、下図は W2 及び W1 の散布図。ヒストグラムの

淡灰色は観測データ、濃灰色は欠測データの欠測値又は代入値をそれぞれ表す。

散布図の○は観測データ、△は欠測データの欠測値又は代入値をそれぞれ表す。 

  

(A)完全データ (C)層化平均値代入 (B)平均値代入

(D)回帰代入 (E)確率的回帰代入 (F)最近傍マッチング 

(G)傾向スコアマッチング (H)LOCF (参考)多重代入 M=1 
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◇まとめ 

平均値代入法は、MCAR の下での１次モーメントの点推定に限り、欠測バイ

アスを緩和する。MAR 及び MNAR の下では、欠測バイアスを緩和しない。そし

て無条件に、次の問題を伴う。第１に、１次よりも大きい母集団モーメントの推

定には過小バイアスをもたらす。第２に、推定精度を過大評価する。第３に、変

数間の関係性をゆがめる。 

層化平均値代入、回帰代入法、確率的回帰代入法及びマッチング代入法は、１

次モーメントの点推定であれば、MAR の下でも適切な補助変数により欠測バイ

アスが緩和される。また、平均値代入法と比べて、１次よりも大きいモーメント

の推定におけるバイアス、推定精度の過大評価、及び変数間の関係性のゆがみの

程度は抑制される。特に確率的代入法は、１次よりも大きいモーメントの推定に

おけるバイアス及び推定精度の過大評価をさらに抑制する。 

単一代入法における欠測バイアスの緩和は、欠測する変数、欠測確率、及び補

助変数相互の関係性の中に含まれる情報を活用することで可能となっている。

このため、用いる補助変数の欠測に対する説明力が弱くなるほど、層化平均値代

入法等の平均値代入法に対する優位性は小さくなる。 

LOCF は、当期の値と直近の観測値とに正の相関がある限りにおいて、欠測バ

イアスを緩和できる。とりわけ LOCF の適性は、他の単一代入法と異なり、欠測

データメカニズムよりも、欠測する変数の系列相関によって決まる。 
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【数学補論①：推定目標のモーメント次数とバイアス】 

 

これまで各単一代入法の特徴を明らかにしてきたが、そのなかで１次よりも大きいモ

ーメントの推定に各手法がどの程度有効かという点に関連して、推定目標のモーメント

次数と推定バイアスの関係を、図２－４により視覚的に説明する。図最上部の「完全デ

ータ」は、12 の調査客体の興味の対象となる変数ܻの分布を示したものである。変数ܻ

は０以上の値をとる変数であるとする。記号○は値が観測されている調査客体を、記号

ᇞは値が観測されていない調査客体を表している。９の調査客体については変数ܻの値

が観測されており、残りの３の調査客体については変数ܻの値が観測されていない。完

全データとしては、４の調査客体が ௜ܻ ൌ ଵであり、別の４の調査客体がݕ ௜ܻ ൌ 、ଶでありݕ

残りの４の調査客体が ௜ܻ ൌ  。ଷであるݕ
図中上から２番目の「疑似完全データ」は、上に完全データとして示した不完全デー

タに平均値代入法を適用した結果である。ここではݕଶがݕଵとݕଷの平均値に等しいとして

いるので、３の調査客体の欠測値には値ݕଶが代入される。図では、代入値を与えられた

３の調査客体は、点線の丸記号で表している。 

図中下３つのグラフは、上から順に、１次よりも大きいモーメント、１次モーメント、

１次よりも小さいモーメントの推定のしくみを示したものである。横軸は変数ܻで、グ

ラフは関数ܻ௛の曲線である。グラフは、１次よりも大きいモーメント（݄ ൐ 1）の場合

は下に凸の曲線、１次モーメント（݄ ൌ 1）の場合は 45 度線、１次よりも小さいモーメ

ント（݄ ൏ 1）の場合は下に凹の曲線である。各グラフで、変数ܻのとる値に対応する曲

線上の点を頂点とする多角形（この場合は三角形）は、モーメントの推定量が取り得る

値の範囲を表している。１次モーメントの場合、この領域はつぶれて直線の閉区間とな

る。一般的に、モーメントの推定値は、この多角形（１次モーメントの場合は直線閉区

間）の内分点であり、各頂点の対応する値をとる調査客体単位の頻度がウェイトとして

働く。いわば、多角形において各頂点に位置するレコードの重みで綱引きが行われて、

推定値が決まる。 

図中下３つのグラフで、記号○は完全データが得られた場合の推定値であり、記号×

は疑似完全データに基づく推定値である。疑似完全データでは、３の調査客体が ௜ܻ ൌ ଵݕ
であり、別の６の調査客体が ௜ܻ ൌ ଶであり、残りの３の調査客体がݕ ௜ܻ ൌ ଷである。完全ݕ

データではすべての点に同数の調査客体が存在するので、各点の引力は互いに等しいが、

疑似完全データでは ௜ܻ ൌ ଶの点の引力が他の点の引力の２倍である。このため、疑似完ݕ

全データによる推定値を表す記号×は、完全データの推定値を表す記号○と比べて、ܻ௜ ൌ

 。ଶの点により近い位置をとるݕ

これが、１次よりも大きいモーメントの推定の場合は推定値の下方バイアスとなって

表れ、１次よりも小さいモーメントの推定の場合は推定値の上方バイアスとなって表れ



53 
 

る。１次モーメントの推定の場合は、推定量の取り得る値の範囲が直線閉区間であるた

め上記の作用は働かず、推定にバイアスはない。 

ここでは、図を見やすくするために欠測データメカニズムは MCAR とし、単一代入

法としては平均値代入法を用いて、モーメント次数とバイアスの関係を説明したが、同

様の効果は他の欠測データメカニズムの下でも他の単一代入法でも働く。重要な点は、

モーメント次数の乗数関数が描く曲線が、１次よりも大きい次数では下に凸で、１次よ

りも小さい次数では下に凹、１次では 45 度線となるということである。疑似完全デー

タの分布が完全データの分布からずれることで、推定値の取り得る値の領域における内

分比がゆがみ、推定値をずらしてしまう効果が一般的に作用するのである。１次モーメ

ントの場合は、推定値の取り得る値の領域が直線閉区間であるため、疑似完全データの

分布と完全データの分布が対称性に関して同等であれば、バイアスをもたらさない。 
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図２－４ 推定目標のモーメント次数とバイアス 
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【数学補論②：単一代入法における推定精度の過大評価】 

 

単一代入法によって作成された疑似完全データから得られる推定量ߠ෠ௌூの分散

 。෠ௌூ൯は、一般的に次式で表されるߠ൫ݎܸܽ

෠ௌூ൯ߠ൫ݎܸܽ ൌ ܧ ቀܸܽݎ൫ߠ෠ௌூหܵோ, ܵெ൯ቁ ൅ ݎܸܽ ቀܧ൫ߠ෠ௌூหܵோ, ܵெ൯ቁ 

(2-2-1)  

非確率的代入の場合は、回答標本ܵோ及び無回答標本ܵெが与えられれば推定量ߠ෠ௌூの値は

確定するからܸܽݎ൫ߠ෠ௌூหܵோ, ܵெ൯ ൌ 0となり、右辺第１項は０である。 

疑似完全データが完全データであるとみなした場合の推定量ߠ෠ௌூの分散をܸܽݎൈ൫ߠ෠ௌூ൯

とする。単一代入法の疑似完全データが完全データであると錯覚すると、推定量ߠ෠ௌூの

分散としてܸܽݎ൫ߠ෠ௌூ൯ではなくܸܽݎൈ൫ߠ෠ௌூ൯を推定することになる。ܸ ෠ௌூ൯は、次式で定ߠൈ൫ݎܽ

義される。 

෠ௌூ൯ߠൈ൫ݎܸܽ ≡ ܧ ቀܸܽݎ൫ߠ෠ௌூหܵ൯ቁ ൅ ݎܸܽ ቀܧ൫ߠ෠ௌூหܵ൯ቁ 

(2-2-2)  

非確率的代入の場合は、標本ܵが与えられれば推定量ߠ෠ௌூの値は確定するとみなされるか

らܸܽݎ൫ߠ෠ௌூหܵ൯ ൌ 0となり、右辺第１項は０である。 

さて、疑似完全データの標本ܵ ൌ ܵோ ∪ ܵெに対してはܧ൫ߠ෠ௌூหܵோ, ܵெ൯ ൌ ෠ௌூหܵ൯となる一ߠ൫ܧ

方でܵの値の場合の数よりもሺܵோ, ܵெሻの値の場合の数のほうが多いことからも分かるよ

うに、ܸ ݎܽ ቀܧ൫ߠ෠ௌூหܵோ, ܵெ൯ቁ ൐ ݎܸܽ ቀܧ൫ߠ෠ௌூหܵ൯ቁである。したがって、ܸ ෠ௌூ൯ߠ൫ݎܽ ൐ ෠ௌூ൯ߠൈ൫ݎܸܽ

となり、非確率的代入の場合は推定精度が過大評価されることが分かる。 

確率的単一代入法の場合は、ܸ ෠ௌூ൯の(2-2-1)式右辺第１項が０とはならない。しかߠ൫ݎܽ

し、疑似完全データが完全データであるとみなした場合は誤差項も確率変数とはみなさ

れないので、ܸܽݎൈ൫ߠ෠ௌூ൯の(2-2-2)式右辺第１項は依然として０となって、推定精度は過

大評価されたままである（このようなみなしは確率的代入を無意味にする）。これに対

して、確率的代入の意を汲んで特別に当該第１項を正しく評価できれば、代入モデルが

正しい限りにおいて推定精度は正しく評価されるが、一般的な推定量ߠ෠ௌூについて(2-2-
1)式右辺を算出することは容易ではない。 

単一代入法が推定精度を過大評価するという問題への対応として、(1)ブートストラ

ップやジャックナイフなどのリサンプリングを用いた推定精度評価の手法と(2)多重代

入法がある。本報告書では、(1)リサンプリングの手法の説明は割愛し（土屋（2009）な

どの教科書を参照）、(2)多重代入法を第 2.5 節で説明する。 
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2.3 キャリブレーション推定法 

キャリブレーション推定法は、補助変数の標本における値、及び母集団における周

辺分布の情報に基づいて「ウェイト」の調整を行う一般的な推定方法である。次節の

IPW 法も、ウェイトの調整によって欠測バイアスを緩和する手法であり、直感的な説明

はキャリブレーション推定法と共通する部分が大きい。両者で異なる点として、第１に、

補助変数に関する母集団特性の情報を、キャリブレーション推定法では用いるが、

IPW 法では用いない。第２に、欠測バイアス以外のバイアス（後述）も、キャリブレーシ

ョン推定法では補正しているが、IPW 法は欠測バイアスのみを補正する。本節ではま

ず、「ウェイト」について説明したうえで、キャリブレーション推定法の概要を示す。また、

キャリブレーション推定の特殊形である事後層化推定について、ウェイト調整によって

標本の偏りを補正する考え方の直感的な理解を目指す。 

一般的に標本調査におけるウェイトとは、標本に含まれた調査客体のそれぞれが、

目標母集団の要素何単位分を代表しているか、を表す尺度である。ウェイトは、目標

母集団の要素のそれぞれが標本に含まれる確率（「包含確率」と呼ばれる）の逆数に

等しい。1%の確率で標本に含まれる調査客体は、目標母集団の要素 100 単位分（す

なわち当該調査客体と他の 99 の調査対象候補）を代表し、20%の確率で標本に含ま

れる調査客体は、目標母集団の要素 5 単位分（すなわち当該調査客体と他の 4 の調

査対象候補）を代表している（標本における母集団代表性の尺度としての包含確率の

逆数の妥当性は、Horvitz-Thompson 推定量の不偏性と関連している。Horvitz-

Thompson 推定量の不偏性については補論参照）。単純無作為抽出では、すべての

調査対象候補が等確率で抽出されるので、すべての調査客体でウェイトの値は等しい。

特に非復元単純無作為抽出の場合、すべての調査対象候補について包含確率の値

は݊ ܰ⁄ （標本サイズ/母集団サイズ）、従ってウェイトの値はܰ ݊⁄ （母集団サイズ/標本サ

イズ）である。（復元単純無作為抽出であれば、包含確率は1 െ ሺሺN െ 1ሻ N⁄ ሻ୬、従って

ウェイトの値はሼ1 െ ሺሺN െ 1ሻ N⁄ ሻ୬ሽିଵである。）このように、標本抽出デザインが決まれ

ば包含確率も決まるので、ウェイトも決まる。ウェイトとしての包含確率の逆数を、特に

「抽出ウェイト」と呼ぶ。回答率 100%の標本に対しては、抽出ウェイトを用いることで偏

りのない推定が可能である（Horvitz-Thompson 推定量の不偏性に関する次節の説明

参照）。標本調査で欠測が生じた場合は、いわば母集団から標本へと選出された代表

に欠員が生じているので、回答標本に対して抽出ウェイトを用いた推定は、母集団を

あまねく反映していないことになる（都議会で都議に欠員が生じると、当該選挙区の意

見が都政に反映されなくなるイメージ）。そこで、キャリブレーション推定法及び IPW 法

では、回答標本におけるウェイトを調整することで、回答標本の偏りを補正することが

意図される。ここで注意すべきは、ウェイト調整による補正では、欠測となった調査客

体が代表している母集団の要素に類似した他の要素を代表する調査客体が、回答標
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本の中になお残されていなければならないという点である（「サポート問題（support 

problem）」と呼ばれる）。これがウェイト調整を行う手法の前提となる。 

なお、ここでは欠測バイアスを緩和する統計的処理法として、キャリブレーション推

定法をとりあげているが、キャリブレーション推定法は、欠測バイアスに限らず、より一

般的な標本の偏りを補正する手法である。本書では、「標本の偏り」としては、欠測が

生じた場合に分析の対象となる回答標本の偏り、すなわち欠測バイアスのみを考えて

いるが、一般的に、欠測が生じない条件下でも標本の偏りは生じる。それは、「運の悪

い標本抽出結果」という形で事後的に生じるものである。単純無作為抽出法は、事前

の意味では母集団の縮図となる標本を抽出するが、偏った標本が抽出される確率は０

ではない（※確率比例抽出、層化抽出、多段抽出などは、このような悪運を抑制する

標本抽出デザインといえる）。キャリブレーション推定法は、欠測バイアスへの対応とし

ても利用できるが、欠測が生じない場合にも利用され、その場合は、事後的に（運悪く）

標本が偏ることへの対応となっている。 

キャリブレーション推定法は、補助変数について推定値が母集団特性値の真の値

に等しくなるようなウェイトを用いた推定法である。ただし、補助変数について推定値が

母集団特性値の真の値に等しくなるようなウェイトは一意ではない。キャリブレーション

推定法では、通常無数に存在するウェイトの候補のなかで、抽出ウェイトに最も近いも

のを採用する。補助変数に関して、あるウェイトを用いた推定値がその母集団特性値

に等しいことを表す条件式を、当該ウェイトの「キャリブレーション方程式（calibration 

equation）」と呼び、キャリブレーション方程式を満たしかつ抽出ウェイトからの距離を最

小化するウェイトを、「キャリブレーションウェイト（calibration weight）」と呼ぶ。キャリブレ

ーションウェイトを用いた推定が、キャリブレーション推定である（正確には補論参照）。

キャリブレーションウェイトを算出するためには、用いる補助変数の母集団特性値が知

られていなければならない。 

キャリブレーション推定法の要点を理解するために、キャリブレーション推定法の特

殊形のひとつである「層サイズによる事後層化推定」の考え方を、図２－５－１に示す。

目的となる変数ܻに欠測が生じ、補助変数ܺの値はすべての調査客体で観測されてい

る。図２－５－１のܻܺ平面上の散布図は、仮に目的となる変数ܻの値がすべての調査

客体で観測される（すなわち完全データが観測される）場合に得られるものであり、観

測データのレコードを記号○、欠測データのレコードを記号△で表す（記号○につい

てはܺ座標とܻ座標が両方とも知られているが、記号△についてはܺ座標のみが知られ

ている）。図２－５－１では、完全データにおいて目的となる変数ܻと補助変数ܺの間に

高い正の相関がある状況を考える。 

図２－５－１（イ）に示す３つのパネルそれぞれの上方側のグラフは、目的となる変数

ܻについて、真の分布及び欠測によってゆがめられた分布を示したものである。目的と

なる変数ܻの分布で、灰色の領域は、変数ܻが観測されないレコードの、変数ܻの値ご
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との頻度を示す（図１－１～１－３のヒストグラム参照）。このグラフによると、欠測の起こ

りやすさが欠測する変数ܻの値に依存しているので MNAR である（変数ܻとの相関が

高い補助変数ܺが利用可能でなければ）。特に、変数ܻの値が大きいほど欠測が起こ

りやすくなっている。このことは、散布図からも確認できる。すなわち、右側の領域ほど

記号△で表される欠測レコードの割合が高くなっている。 

図２－５－１（イ）に示す３つのパネルそれぞれの左側方のグラフは、補助変数ܺの

真の分布、及び目的となる変数ܻが観測されているという条件による補助変数ܺの条件

付分布、を示したものである。補助変数ܺ自体は欠測が生じない変数なので、上側方

の目的となる変数ܻに関する分布のグラフとの相違点に注意を要する。左側方の補助

変数ܺに関するグラフでは、灰色の領域は、（補助変数ܺではなく）目的となる変数ܻが

観測されないレコードの、補助変数ܺの値ごとの相対的頻度を示す。 

ここで、補助変数ܺの値に基づいて不完全データの標本を層化することができる。

層の数をܭとする。図２－５－１（イ）及び（ロ）のそれぞれに示す３つのパネルは左から

順に第 1 層、第݇層ሺ݇ ൌ 2, 3,⋯ , ܭ െ 1ሻ及び最後の第ܭ層に注目した場合を示したも

のである。補助変数ܺはすべて観測されているので、任意の第݇層において（つまりど

の層においても）、観測レコードと欠測レコードの構成比を知ることができる。たとえば、

図の第݇層では、観測レコード 7 件（7 個の記号○）と欠測レコード 6 件（6 個の記号△）

から成っている（第݇層の回答者数݊௞
ோ ൌ 7及び無回答者数݊௞

ெ ൌ 6）。この層では、観

測レコード 1 件を(7+6)/7 倍に膨らませることで、（観測レコードのみを用いて）補助変

数ܺの分布を完全データのものに一致させることができる。さらに、母集団について任

意の第݇層のサイズ ௞ܰが知られていれば、第݇層の観測レコード 1 件を（母集団第݇層

のサイズ/母集団サイズ）/（回答標本第݇層のサイズ/標本サイズ）の倍率で膨らませるこ

とで、（観測レコードのみを用いて）補助変数ܺの分布を母集団のものに一致させること

ができる。この場合のキャリブレーション方程式は、∑ ௜ݓ
஼

௜∈ௌೖ
ೃ ൌ ௞ܰである（ただしܵ௞

ோは

回答標本の第݇層である）。 

もっとも補助変数ܺはすべて観測されているので、補助変数ܺに関する推定が目的

であればことさらに上記の処理をする必要はない。上記の処理を目的となる変数ܻに

ついて実行できればよいが、それは不可能である。そこで、目的となる変数ܻのかわり

に補助変数ܺについて実行するのである。欠測は、目的となる変数ܻの回答標本にお

ける分布をゆがませるが、それと連動して補助変数ܺの回答標本における分布もゆが

ませる。この連動性に着目すると、補助変数ܺの回答標本における分布のゆがみを補

正すれば、それに連動して変数ܻの回答標本における分布のゆがみも補正されている

ことが期待される。これが、キャリブレーション方程式を制約条件とすることの動機とな

っている。 

補助変数ܺの次元で行われる補正が、目的となる変数ܻの次元でどのような効果を
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もつかを示したのが、図２－５－１（ロ）である。ただし上述の通り、キャリブレーション推

定法には欠測バイアス以外のバイアス（ここでは「運の悪い標本抽出」によるバイアス

のみ）も同時に補正する機能があり、ここでは欠測バイアスを補正する機能のみを示し

たいので、ウェイト補正を欠測バイアスに対応する部分とそれ以外のバイアスに対応す

る部分の２つに分解し、前者の効果のみを図示する。単純無作為抽出の抽出ウェイト

であれば、母集団について任意の第݇層のサイズ ௞ܰの値を用いて、第݇層の観測レコ

ード 1 件を（母集団第݇層のサイズ/母集団サイズ）/（回答標本第݇層のサイズ/標本サ

イズ）の倍率で膨らませるが、この倍率を項（標本第݇層のサイズ）/（回答標本第݇層の

サイズ）と項（標本サイズ/標本第݇層のサイズ）×（母集団第݇層のサイズ/母集団サイ

ズ）の積としてみると、前者は欠測バイアスの補正、後者は「運の悪い標本抽出」による

バイアスの補正となっている。第݇層に属する記号○（すなわち観測レコード）を

(7+6)/7 倍に膨らませるのであるから、（ロ）上側方の補正前分布では、矢印で示したと

おりの垂直方向の拡張が第݇層に属する観測レコードの各点で起こる。これが、事後

層化第݇層における補正の効果である。同様の補正が他のすべての層においても行

われ、目的となる変数ܻの分布のゆがみが補正される。第 1 層では、3 件の観測値と 0

件の欠測値があるから、観測値のウェイトは(3+0)/3 倍に調整される。第ܭ層では、1 件

の観測値と 3 件の欠測値があるから、観測値のウェイトは(1+3)/1 倍に調整される。 

図２－５－１に示した層サイズによる事後層化推定法の例では、補助変数ܺの値に

基づく任意の第݇層において（つまりどの層においても）、観測レコード数（記号○の数）

と欠測レコード数（記号△の数）の合計に占める観測レコード数（記号○の数）の割合

の逆数を抽出ウェイトに乗じたものをウェイトとして、目的となる変数ܻの分布を推定す

ることで、欠測バイアスが除かれる。事後層化推定法は、目的となる変数ܻと補助変数

ܺとの相関が高いほど、目的となる変数ܻの分布の推定における欠測バイアスをより多

く取り除くことができる。図２－５－１に示した原理は、ウェイト調整に関する一般的な原

理であり、IPW 法でも同様にはたらいている。 

次に、目的となる変数ܻと補助変数ܺとの相関が低いときには欠測バイアスを緩和す

る効果が小さくなることを、図２－５－２により示す。図２－５－２は、目的となる変数ܻと

補助変数ܺとに相関がないときに事後層化推定法を適用した場合である。記号や配色

の意味は、図２－５－１と同様である。図２－５－１との違いは、目的となる変数ܻと補助

変数ܺとの相関がないという点だけである。図２－５－１及び図２－５－２に示された点

線の楕円形は、変数ܻと変数ܺ間の全データの散布図における散らばり方（正確には

同時分布の等量線）を表している。欠測レコード（記号○）と観測レコード（記号△）の

散布図上の位置は、この点線の楕円形によって確率的に制約される。図２－５－１で

は楕円形が細長いので、レコードのܻ軸座標がひとたび決まれば、とり得るܺ軸座標の

範囲はかなり狭まる（逆も然りである）が、図２－５－２では楕円形が幅広いので、レコ

ードのܻ軸座標が決まっても、とり得るܺ軸座標の範囲は依然として広い（逆も然りであ
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る）。図２－５－１及び図２－５－２のいずれにおいても、等しく目的となる変数ܻの値が

大きいほど欠測が起こりやすくなっているので、記号△で表されるレコードは、ܻ軸の

右方により多く集中する。その結果、楕円形が細長い図２－５－１では、必然的にܺ軸

方向の下方により多く集中することになるが、楕円形が幅広い図２－５－２では、ܺ軸

方向に関しては均一に分布してしまう。このため図２－５－２では、すべての層におい

て欠測レコードの割合が等しくなっている。図２－５－２では、すべての層で観測レコ

ードのウェイトに等しい値を掛けるので、実質的にウェイトの調整がなされないことにな

る。 

補助変数の目的となる変数に対する相関の有無によるウェイト調整結果の違いは、

図２－５－１（ロ）と図２－５－２（ロ）を比較することでも分かる。相関のある図２－５－１

（ロ）で分布の左側が拡張されているのと比べて、相関のない図２－５－２（ロ）では分

布のやや右寄りが拡張されており、ゆがみが正しく補正されていない。この図ではひと

つの層（第 k 層）におけるウェイト調整の効果を示しているが、他の層についても同様

の効果がみられる。 

ここで注目すべき点は、図２－５－２（イ）及び（ロ）左側方のグラフである。目的となる

変数ܻと補助変数ܺとに高い相関がある図２－５－１の場合は、欠測の起こりやすさと

補助変数ܺとの間に相関があったものの、目的となる変数ܻと補助変数ܺとに相関がな

い図２－５－２の場合は、欠測の起こりやすさと補助変数ܺとの間に相関がない。これ

は、もともと欠測の起こりやすさが目的となる変数ܻに依存しているので、目的となる変

数ܻとの相関が高い補助変数は、欠測の起こりやすさとも相関が高く、目的となる変数

ܻとの相関がない補助変数は、欠測の起こりやすさとも相関がないということの表れで

ある。図２－５－１では変数ܻの欠測・観測別分布と変数ܺの欠測・観測別分布に連動

性があったが、図２－５－２では解消している。回答者に関する変数ܺの分布を真の分

布へ向けて補正することで、間接的に変数ܻの分布を補正するキャリブレーション推定

法では、目的となる変数ܻと補助変数ܺの連動性（相関）が重要である。 

このように、補助変数が目的となる変数と相関をもたなければ（より正確には、補助

変数が欠測確率に対して説明力をもたなければ）、事後層化推定法は欠測バイアスを

緩和できない。この点は、単一代入法、多重代入法、IPW 法などの他の欠測データ処

理法についても当てはまる。 

キャリブレーション推定法を実行するためには、補助変数の（層別）母集団総計を知

っている必要がある。この点が、他の手法と比べてキャリブレーション推定法を実行す

る上での大きな制約となる。政府統計においては、母集団データベースの活用が期待

される所以である。 
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図２－５－１ 層サイズによる事後層化推定の考え方 

ܻ：目的となる変数、ܺ：補助変数、○：観測レコード、△：欠測レコード 
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図２－５－２ 目的となる変数ܻと補助変数ܺに相関がない場合の事後層化推定 

ܻ：目的となる変数、ܺ：補助変数、○：観測レコード、△：欠測レコード 
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【補論①：数式を用いたキャリブレーション推定法の説明】 

 

不完全データの標本ܵ、補助変数ݔ、の母集団総計߬௫に対して、調整後ウェイトݓ௜
஼（݅ ∈

ܵ）に関する下の方程式を補助変数ݔの「キャリブレーション方程式」と呼ぶ。 

෍ ௜ݓ
஼ݔ௜

௜∈ௌ
ൌ ߬௫ 

(2-3-1) 

キャリブレーション方程式は、調整後ウェイトݓ௜
஼（݅ ∈ ܵ）が満たすべき条件であり、補助

変数の数だけある。つまり調整後ウェイトݓ௜
஼（݅ ∈ ܵ）による補助変数の母集団総計の線

形推定量は、真の値に一致する。 

キャリブレーション推定法は、キャリブレーション方程式を制約条件として、標本ܵの抽

出デザインによる抽出ウェイトݓ௜（݅ ∈ ܵ）と調整後ウェイトݓ௜
஼（݅ ∈ ܵ）の間の距離を最小

化する。具体的には、次式の最小化問題を解く。 

min
൛௪೔

಴ൟ
೔∈ೄ

෍ ௜ݓ൫ܩ௜ݓ
஼, ௜൯ݓ

௜∈ௌ

.ݏ ෍,ݔ∀			.ݐ ௜ݓ
஼ݔ௜

௜∈ௌ
ൌ ߬௫

 

(2-3-2) 

距離関数ܩ൫ݓ௜
஼, ௜൯の特定化に応じて種類がある。代表的なものとして、次に示す線ݓ

形関数、乗法関数、ロジット関数がある。 

◇線形関数 

௜ݓ൫ܩ
஼, ௜൯ݓ ൌ

1
2
ቆ
௜ݓ
஼

௜ݓ
െ 1ቇ

ଶ

 

◇乗法関数 

௜ݓ൫ܩ
஼, ௜൯ݓ ൌ

௜ݓ
஼

௜ݓ
ln
௜ݓ
஼

௜ݓ
െ
௜ݓ
஼

௜ݓ
൅ 1 

◇ロジット関数（より一般的な関数は土屋（2009）参照） 

௜ݓ൫ܩ
஼, ௜൯ݓ ൌ ቆ

௜ݓ
஼

௜ݓ
െ 1ቇ ln ቆ

௜ݓ
஼

௜ݓ
െ 1ቇ െ

௜ݓ
஼

௜ݓ
 

図２－５－１で説明した「層サイズによる事後層化推定法」は、(2-3-2)式において、 ௜ܺ

の値が第k層に属することを表す指標ܦ௜
௞ ≡ 1ൣ ௜ܺ ∈ 第 k 層൧を補助変数とし、距離関数

に乗法関数を用いたキャリブレーション推定法である。つまり、層サイズによる事後層

化推定法のキャリブレーションウェイトは次式の最適化問題の解である。 
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min
൛௪೔

಴ൟ
೔∈ೄ

෍ ௜ݓ
஼ ln

௜ݓ
஼

௜ݓ
െ ௜ݓ

஼ ൅ ௜ݓ
௜∈ௌ

.ݏ ෍,݇∀			.ݐ ௜ݓ
஼

௜∈ௌೖ
ൌ ௞ܰ

 

第݇キャリブレーション方程式のラグランジェ乗数ߣ௞（݇ ൌ 1,⋯ , に対して、最適解の（ܭ

必要条件は次式である。 

ln
௜ݓ
஼

௜ݓ
൅ 1 െ 1 ൅ ௞ሺ௜ሻߣ ൌ 0 

ただし、݇ሺ݅ሻは調査客体݅が所属する事後層の番号である。同値条件ݓ௜
஼ ൌ ௜݁ݓ

ିఒೖሺ೔ሻ

をキャリブレーション方程式に代入すると∑ ௜݁ݓ
ିఒೖሺ೔ሻ

௜∈ௌೖ ൌ ݁ିఒೖ ∑ ௜௜∈ௌೖݓ ൌ ௞ܰである

から、次式を得る。 

௜ݓ
஼ ൌ

௜ݓ
∑ ௜௜∈ௌೖݓ

௞ܰ 

非復元無作為抽出であれば、ݓ௜ ൌ ݊ ܰ⁄ であるから、キャリブレーションウェイトは次式

となる。 

௜ݓ
஼ ൌ ௞ܰ

݊௞
 

 

【補論②：Horvitz-Thompson 推定量】 

 

標本ܵ、変数 ௜ܻの値ݕ௜、包含確率ߨ௜に対して、変数 ௜ܻの母集団総計߬௬の Horvitz-

Thompson 推定量（以下 HT 推定量）߬̂௬ு்は次式で定義される。 

߬̂௬ு் ≡෍
௜ݕ
௜௜∈ௌߨ

 

HT 推定量は、包含確率の逆数をウェイトとした標本総計である。HT 推定量の不偏性

は次式のとおりに示される。 

൫߬̂௬ு்൯ܧ ൌ ܧ ൬෍
௜ݕ
௜௜∈ௌߨ
൰ ൌ ܧ ൬෍

௜ݕ
௜ߨ
1ሾ݅ ∈ ܵሿ

௜∈௎
൰ ൌ෍

௜ݕ
௜ߨ
ሺ1ሾ݅ܧ ∈ ܵሿሻ

௜∈௎

ൌ෍
௜ݕ
௜ߨ
௜ߨ

௜∈௎
ൌ ߬௬ 

HT 推定量の分散は次式のとおりである。 

൫߬̂௬ு்൯ݎܸܽ ൌ ݎܸܽ ൬෍
௜ݕ
௜ߨ
1ሾ݅ ∈ ܵሿ

௜∈௎
൰ ൌ෍ ෍ ሺ1ሾ݅ݒ݋ܥ ∈ ܵሿ, 1ሾ݆ ∈ ܵሿሻ

௜ݕ
௜ߨ

௝ݕ
௝௝∈௎௜∈௎ߨ

ൌ෍ ෍ ൫ߨ௜ߨ௝ െ ௜௝൯ߨ
௜ݕ
௜ߨ

௝ݕ
௝௝∈௎௜∈௎ߨ
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2.4 IPW 法 

標本調査において欠測が生じない場合は、包含確率（母集団の各要素が標本に含

まれる確率）の逆数を調査客体ごとのウェイトとすることで、偏りのない推定ができる

（Horvitz-Thompson 推定量の不偏性）。この原理を欠測が生じる場合へ拡張した推定

手法が、IPW（inverse probability weighting）法である。 

拡張は次のように考えることで容易となる。欠測が生じない場合は標本抽出という試

行によって分析対象となる標本が得られ、欠測が生じる場合は標本抽出並びに「回答

の成否」という２つの試行が合成された試行によって分析対象となる回答標本が得ら

れる。つまり、欠測が生じない場合における試行としての標本抽出を、上述の合成試

行に置換えて考えればよい。このことから、欠測が生じる場合は、包含確率の代わりに

「母集団の各要素が標本に含まれかつ回答する確率」の逆数を調査客体ごとのウェイ

トとすることで偏りのない推定となる。 

ここで、包含確率の値は標本抽出デザインに応じて決まるためその真の値が知られ

ているのに対して、一般的に母集団の各要素について「標本に含まれかつ回答する

確率」の真の値を知ることはできずデータから推定しなければならないということが問

題として現れる。IPW 法の適性は、調査客体ごとの「標本に含まれかつ回答する確率」

の真の値を正しく推定できるか否かにかかっている。「標本に含まれかつ回答する確

率」は非常に緩やかな条件の下で包含確率と「回答する確率」に分解でき、「回答する

確率」は別の２つの条件の下で不完全データから正しく推定できる。IPW 法でウェイト

に用いる確率の分解及び回答確率の推定における仮定を順にみていく。 

まず、一般的に、任意の調査客体の「標本に含まれかつ回答する確率」は当該調

査客体の「標本に含まれた場合に回答する確率」と当該調査客体の包含確率との積

に等しい。また、標本抽出と回答成否の事象が互いに母集団の要素の属性による条

件付独立でありかつ母集団の要素ごとの属性が固定されている場合、任意の調査客

体の「標本に含まれた場合に回答する確率」は、単に当該調査客体の「回答する確率」

に等しい。まとめると、標本抽出と回答成否の事象が互いに母集団の要素の属性によ

る条件付独立でありかつ母集団の要素ごとの属性が固定されているという条件の下で

は、任意の調査客体の「標本に含まれかつ回答する確率」は、当該調査客体の「回答

する確率」と当該調査客体の包含確率との積に等しい（「数式を使った説明」参照）。 

２つの条件（１）標本抽出と回答の有無が互いに条件付独立であること及び（２）母集

団の要素ごとの属性が固定されていることは、厳しいものではない。特に、無作為抽出

による測定誤差のない標本調査の場合はこれらの条件が成立している。IPW 法ではこ

れら２つの緩い条件を前提として任意の調査客体の「回答する確率」の値を推定し、そ

れに標本抽出デザインによって決まる包含確率の値を乗じることで、調査客体ごとの

「標本に含まれかつ回答する確率」を求める。 
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次に、不完全データから調査客体ごとの「回答する確率」の値を正しく推定できるた

めには、さらに別の条件が成立していなければならない。第１に、IPW 法においては、

任意の調査客体の「回答する確率」を当該調査客体の属性の関数としてモデル化し、

そのモデルのパラメータを推定することで、任意の調査客体の「回答する確率」を推定

する。つまり、IPW 法では、回答確率（観測確率）のモデルが正しく特定化されていな

ければならない。モデルの特定化に誤りがあると、調査客体ごとの「回答する確率」の

推定値に誤設定バイアスが伴うからである。第２に、回答確率（観測確率）のモデルは

不完全データから推定できなければならない。すなわち、IPW 法では欠測データメカ

ニズムは MAR でなければならない（欠測データメカニズムが MNAR だと、回答確率

が観測されない値に依存するため、回答確率モデルは推定できない）。これらの２つ

の条件（１）観測確率モデルが正しく特定化されていること、及び（２）欠測データメカニ

ズムが MAR であることは、IPW 法における重要な仮定である。 

MAR の下では、IPW 法の回答確率モデルにおいて、任意の調査客体の「回答す

る確率」は、適当な補助変数の値で条件付けた回答確率、すなわち回答の傾向スコア

に他ならない。つまり、IPW 法は、MAR の仮定の下で、回答の傾向スコアを推定し、

その推定値と包含確率の積の逆数をウェイトとして推定を行う。MAR の下で、傾向スコ

アの確率モデルが正しければ、IPW 法は欠測バイアスを緩和することができる。 

 

図２－６は、IPW 法によって欠測バイアスが緩和される原理を示したものである。与

えられた不完全データに対応する完全データについて、目的となる変数ܻと補助変数

ܺの散布図を最下部に示す。目的となる変数ܻの値が観測されている調査客体を記号

○、観測されていない調査客体を記号△で表している。つまり、記号○はܺ座標とܻ座

標の両方が知られているが、記号△はܺ座標しか知られていない。散布図の上には、

完全データにおける変数ܻのヒストグラムを示す。灰色部分は欠測値、白色部分は観

測値に対応する。ヒストグラムの上には、データから推定される変数ܻの分布の形状を

示す。２つの曲線のうち、上は仮に完全データが観測された場合の推定分布であり、

下は回答標本から推定される分布である。ヒストグラムとの対応を分かりやすくするた

めに、２つの分布の縮尺はそろえていない。２つの曲線に挟まれる領域の垂直距離に

よって、変数ܻの値ごとの欠測率が表される。図２－６のデータ例では、変数ܻの値が

大きいほど欠測率が高くなる。これだけだと、欠測確率が欠測する変数の値に依存す

る、すなわち MNAR となるが、同時に図２－６のデータ例では、目的となる変数ܻと補

助変数ܺの相関が大きい。そこで、欠測率は補助変数にも依存し、特に、補助変数だ

けで説明できれば MAR となる。ここでは、MAR であるとする。 

図２－６左下のグラフは、散布図に示されるデータに基づいて傾向スコアを推定した

ときの結果を表したものである。通常傾向スコアは、観測指標ܴの補助変数ܺによる２

項回帰モデル（ロジットモデルやプロビットモデル）によって推定される。点線が推定さ
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れた傾向スコアを表す。この例では、補助変数ܺの値が大きいほど傾向スコアは小さく

なる。 

既に述べたとおり IPW 法は、MAR の仮定の下で推定された傾向スコアの逆数を、

抽出ウェイト（包含確率の逆数）に乗じることでウェイトの調整を行う。欠測によって変数

ܻの分布に生じたゆがみが、傾向スコアによるウェイト調整で補正される効果をみるた

めに、補助変数ܺの値ごとのウェイト調整を分けて示す。図では、補助変数ܺの値が標

本における最も小さい値である場合（ܺ ൌ ܺ）最も大きい値の場合、（ݔ ൌ 及び中間（ݔ

値の場合（ܺ ൌ の３通りについて示している。このため、同じ散布図、ヒストグラム、（ݔ

及び分布が３つ並んでいる。左から順に、最小値、中間値、最大値の場合である。 

左端の散布図において強調表示された記号○で表された調査客体は、補助変数ܺ

の値が最も小さい。当該調査客体の傾向スコアの推定値は、左端のグラフによると、

9/10 である。当該調査客体は、事前には 90%の確率で変数ܻの値が観測されるという

性質をもっている。変数ܻに関する IPW 法の推定において、当該調査客体のウェイト

は、推定された傾向スコアの逆数である 10/9 倍に調整される。このように調整されたウ

ェイトによると、当該調査客体は、回答標本において、自身と回答標本に含まれなかっ

た他の要素 1/9 単位分を代表するものとして扱われる。散布図の上のヒストグラムにあ

る上向きの矢印は、この調整によって当該調査客体のウェイトが 10/9 倍に増加するこ

とを表している。 

中央の散布図において強調表示された記号○で表された調査客体は、補助変数ܺ

が値ݔをとる。これら調査客体の傾向スコアの推定値は、左端のグラフによると、1/2 で

ある。当該調査客体は、事前には 50%の確率で変数ܻの値が観測されるという性質を

もっており、実際に当該調査客体の変数の値ܻは観測された。変数ܻに関する IPW 法

の推定において、当該調査客体のウェイトは、推定された傾向スコアの逆数である 2

倍に調整される。このように調整されたウェイトによると、当該調査客体は、回答標本に

おいて、自身と回答標本に含まれなかった他の要素 1 単位分を代表するものとして扱

われる。中央のヒストグラムにある上向きの矢印は、この調整によって、当該調査客体

のウェイトが 2 倍に増加することを表している。 

右端の散布図において、強調表示された記号○で表された調査客体は、補助変数

ܺの値が最も大きい。当該調査客体の傾向スコアの推定値は、左端のグラフによると、

1/10 である。当該調査客体は、事前には 10%の確率で変数ܻの値が観測されるという

性質をもっている。変数ܻに関する IPW 法の推定において、当該調査客体のウェイト

は、推定された傾向スコアの逆数である 10 倍に調整される。このように調整されたウェ

イトによると、当該調査客体は、回答標本において、自身と回答標本に含まれなかっ

た他の要素 9 単位分を代表するものとして扱われる。右端のヒストグラムにある上向き

の矢印は、この調整によって当該調査客体のウェイトが 10 倍に増加することを表して

いる。 
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回答標本のすべての調査客体について推定された傾向スコアによりウェイトを調整

した結果をまとめると、図２－６最上部に示す分布のように、推定の欠測バイアスが緩

和される。緩和の程度は、目的となる変数ܻと補助変数ܺとの（正負を問わない）相関

の強さに依存する。相関係数の絶対値が１であれば、欠測バイアスは完全に除去され

る。相関係数の値が０であれば欠測バイアスは全く緩和されない。このことは、図２－６

中央の散布図及びヒストグラムから理解することができる。相関が強ければ、散布図で

水平に並んだ記号○及び△の相互の距離が小さくなる。記号△と当該記号△を代理

する記号○との水平距離が小さいと、変数ܻに関する代理の妥当性は強くなる。逆に

相関が弱ければ、記号△と当該記号△を代理する記号○との水平距離が大きくかい

離し、変数ܻに関して互いに大きく異なる記号△を記号○が代理することになる。 

 

IPW 法は、MAR の仮定の下で、傾向スコアによりウェイトを調整することで、欠測バ

イアスを緩和する。MAR の仮定は、回答の傾向スコアを不完全データから正しく推定

するための条件である。このほか IPW 法では、傾向スコアを推定するための回答確率

モデルの特定化が正しくなければならない。これら２つの条件（１）MAR 及び（２）正し

い回答確率モデルは、実務においては、「欠測確率を十分に説明できる補助変数が

利用可能である」という条件として考えることができる。 

IPW 法に伴う実際問題として、補助変数に関して十分に広範な属性の調査客体で

回答が成立していなければ、回答標本のなかに、推定される傾向スコアの値が非常に

小さな調査客体が生じてしまい、最終的な推定結果が極端な値となってしまうことがあ

る。これは、ロジットモデルやプロビットモデルのようなパラメトリックなモデル化の限界と

みることもでき、また、偶々IPW 法に不向きな不完全データが得られたことの結果とみ

ることもできる。IPW 法を実施する際は、調整後のウェイトが極端な値となっていない

かを確認する必要がある。
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 図２－６ IPW 法の要点 
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【補論：数式を用いた説明】 

 

○母集団の要素が標本に含まれかつ回答する確率について 

一般的に、変数 ௜ܻの観測指標を２値変数ܴ௜で表したとき、母集団の要素݅が標本ܵに含

まれかつ回答する確率ܲݎሺ݅ ∈ ܵ, ܴ௜ ൌ 1ሻは次式のとおりに分解できる。 

ሺ݅ݎܲ ∈ ܵ, ܴ௜ ൌ 1ሻ ൌ න⋯නܲݎ ቆ݅ ∈ ܵ, ܴ௜ ൌ 1ቤ ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

ݕ
ቁቇݔ ௜݂ ቀ

ݕ
ቁݔ ݔ݀  ݕ݀

母集団の要素݅の属性ሺ ௜ܻ, ௜ܺሻが固定されている場合は、次式が成り立つ。 

ሺ݅ݎܲ ∈ ܵ, ܴ௜ ൌ 1ሻ ൌ ݎܲ ቆ݅ ∈ ܵ, ܴ௜ ൌ 1ቤ ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

௜ݕ
௜ݔ
ቁቇ 

一般的に、上式右辺については次式が成り立つ。 

ݎܲ ቆ݅ ∈ ܵ, ܴ௜ ൌ 1ቤ ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

௜ݕ
௜ݔ
ቁቇ

ൌ ݎܲ ቆܴ௜ ൌ 1ቤ݅ ∈ ܵ, ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

௜ݕ
௜ݔ
ቁቇܲݎ ቆ݅ ∈ ܵቤ ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

௜ݕ
௜ݔ
ቁቇ 

母集団の要素݅の属性ሺ ௜ܻ, ௜ܺሻが固定されている場合は、上式右辺第２項は包含確率

 。௜に等しいߨ

ݎܲ ቆ݅ ∈ ܵቤ ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

௜ݕ
௜ݔ
ቁቇ ൌ  ௜ߨ

標本抽出と回答の有無は独立であるとすると、次式が成り立つ。 

ݎܲ ቆܴ௜ ൌ 1ቤ݅ ∈ ܵ, ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

௜ݕ
௜ݔ
ቁቇ ൌ ݎܲ ቆܴ௜ ൌ 1ቤ ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

௜ݕ
௜ݔ
ቁቇ 

ランダムな欠測（MAR）の下では、上式右辺については次式が成り立つ。 

ݎܲ ቆܴ௜ ൌ 1ቤ ൬ ௜ܻ

௜ܺ
൰ ൌ ቀ

௜ݕ
௜ݔ
ቁቇ ൌ ሺܴ௜ݎܲ ൌ 1| ௜ܺ ൌ  ௜ሻݔ

まとめると、母集団の要素݅の属性ሺ ௜ܻ, ௜ܺሻが固定されており、また、標本抽出と回答の

有無は独立であるとすると（この条件は厳しいものではない）、MAR の下で次式が成り

立つ。 

ሺ݅ݎܲ ∈ ܵ, ܴ௜ ൌ 1ሻ ൌ ሺܴ௜ݎܲ ൌ 1| ௜ܺ ൌ ௜ሻݔ ൈ  ௜ߨ

上式右辺第１項は、回答の傾向スコアである。つまり、MAR の下では、適当な補助変

数による回答の傾向スコアと包含確率の積の逆数をウェイトとすれば偏りのない推定

ができる。 

 

○Horvitz-Thompson 推定量から IPW 法への拡張 

標本ܵにおいて事後に完全ケースとなったレコード݅が事前に完全ケース分析の対
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象となる部分標本に含まれる確率すなわちレコード݅が観測される確率の逆数をݍ௜ ≡

ܲሺܴ௜ ൌ 1|݅ ∈ ܵሻିଵとする。目標母集団の要素݅が標本ܵに含まれる確率の逆数を乗じ

たものをݓ௜ ≡ ሼܲሺܴ௜ ൌ 1|݅ ∈ ܵሻ ∙ ܲሺ݅ ∈ ܵሻሽିଵ ൌ ܲሺܴ௜ ൌ 1, ݅ ∈ ܵሻିଵとする。完全ケース

の不偏推定方程式をウェイトݓ௜による加重平均とする推定方法が、IPW（ inverse 

probability weighting）である。IPW の典型的な例として、ウェイトݓ௜による Horvitz-

Thompson 推定量（HT 推定量）がある。標本調査理論における HT 推定量では、標本

抽出デザインによって目標母集団要素の包含確率が決まるので、ウェイトは既知であ

る。一方欠測データ処理としての IPW では、ウェイトはデータから推定するしかない。 

レコード݅が観測される確率の逆数ݓ௜で重み付けるという処理は、観測データをいわ

ば膨らませることで欠測データ部分の欠けを補っていると考えることができる。このとき、

完全ケースとなったレコード݅がݓ௜倍に膨らんでいる。一方で、（定数１という変数につ

いての HT 推定量が目標母集団の要素数の不偏推定量であることから、）分析対象と

なるすべての完全ケースについてウェイトݓ௜を合計した値の期待値は、目標母集団の

要素数に等しい。このため、完全ケースのレコードから成る部分標本を母集団のサイ

ズにまで膨らませているといえる。さらに、与えられた不完全データを全数調査の不完

全データとみなすことで、IPW では暗示的に欠測値補完がなされていると考えることが

できる。欠測値を含むݓ௜ െ 1個のレコードに、完全ケースとなったレコード݅の値を代入

している。 

IPW による推定は、ウェイトが正しい限り一致性を示し、欠測データメカニズムを問

わず欠測バイアスの問題を解決するといえる。不完全データにおける変数ݕ௜の総計の

HH 推定量߬̂ூ௡௖௢௠௣
ுு は次式で定義される。 

߬̂ூ௡௖௢௠௣
ுு ≡෍ ௜ݕ௜ݓ

௜∈ௌೝ
ൌ෍ ௜ሼܲሺܴ௜ݓ ൌ 1|݅ ∈ ܵሻ ∙ ܲሺ݅ ∈ ܵሻሽݕ௜

௜∈௎
 

 (2-4-1) 

HH 推定量߬̂ூ௡௖௢௠௣
ுு の期待値は次式で与えられる。 

൫߬̂ூ௡௖௢௠௣ܧ
ுு ൯ ൌ෍ ௜ݕ௜ܴ௜ሻܫሺܧ௜ݓ

௜∈௎
ൌ෍ ሺܴ௜ሻܧ௜ሻܫሺܧ௜ሼݓ ൅ ௜ݕ௜ܴ௜ሻሽܫሺݒ݋ܥ

௜∈௎
 

 (2-4-2) 

上の式から次のことが分かる。適当に層化されたすべての部分標本において条件

௜ܴ௜ሻܫሺݒ݋ܥ ൌ 0が成り立つ場合、ウェイトݓ௜の推定では、標本への包含確率と標本に含

まれた場合の回答確率を分けて計算ないし推定してよい。一方、いかなる部分標本の

分割を行ってもすべての部分標本で条件ݒ݋ܥሺܫ௜ܴ௜ሻ ൌ 0が成立するようにはできない

場合、ウェイトݓ௜の推定では、標本への包含確率と標本に含まれた場合の回答確率を

分けて計算ないし推定してはならない。 

「推定方程式（estimation equation）」による推定法（「M 推定（M-estimation）」と呼ば

れることもある）へ IPW 法を適用することで一般化される。欠測が生じない場合の推定
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方程式を∑ ݉ሺ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻ௜∈ௌߠ ൌ 0としたとき、不完全データに対する次の推定方程式によ

る推定を特に IPWCC（invers probability weighting complete case analysis）法と呼ぶ。 

෍
ܴ௜1ሾ݅ ∈ ܵሿ

ܲሺܴ௜ ൌ 1, ݅ ∈ ܵሻ
݉ሺ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻߠ

௜∈ௌ
ൌ 0 

(2-4-3) 

上の式が不偏推定方程式となるためには次式が成り立たなければならない。 

ܧ ቈ
ܴ௜1ሾ݅ ∈ ܵሿ

ܲሺܴ௜ ൌ 1, ݅ ∈ ܵሻ
݉ሺ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻ቉ߠ ൌ 0 

(2-4-4) 

(2-4-4)式の左辺は、次式のとおり変形できる。 

ܧ ቈ
ܴ௜1ሾ݅ ∈ ܵሿ

ܲሺܴ௜ ൌ 1, ݅ ∈ ܵሻ
݉ሺ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻ቉ߠ ൌ ሾ݉ሺܧ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻሿߠ ൅

൫ܴ௜1ሾ݅ݒ݋ܥ ∈ ܵሿ,݉ሺ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻ൯ߠ
ܲሺܴ௜ ൌ 1, ݅ ∈ ܵሻ

 

(2-4-5) 

欠測が生じない場合の推定方程式∑ ݉ሺ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻ௜∈ௌߠ ൌ 0が不偏方程式であれば条件

ሾ݉ሺܧ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻሿߠ ൌ 0が成り立つから、(2-4-4)式は条件ݒ݋ܥ൫ܴ௜1ሾ݅ ∈ ܵሿ,݉ሺ ௜ܻ, ௜ܺ , ሻ൯ߠ ൌ

0に等しい。 

 

○MAR の下での傾向スコアの有用性 

補助変数ܺによる回答の傾向スコアは次式で定義される。 

ሺ݌ ௜ܺሻ ≡ ሺܴ௜ݎܲ ൌ 1| ௜ܺሻ 

MAR のもとでは、傾向スコア݌ሺ ௜ܺሻで条件付けたとき変数 ௜ܻとその観測指標ܴ௜は独立

である。 

݂ሺܴ௜| ௜ܻ, ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜| ௜ܺሻ ⇒ ݂൫ܴ௜ห ௜ܻ, ሺ݌ ௜ܺሻ൯ ൌ ݂൫ܴ௜ห݌ሺ ௜ܺሻ൯ 

つまり、MAR のもとでは、傾向スコア݌ሺ ௜ܺሻの値に基づく変数 ௜ܻの条件付分布は、欠測

パターンに関わらず同一である。 

݂൫ܴ௜ห ௜ܻ, ሺ݌ ௜ܺሻ൯ ൌ ݂൫ܴ௜ห݌ሺ ௜ܺሻ൯ ⇔ ݂൫ ௜ܻหܴ௜, ሺ݌ ௜ܺሻ൯ ൌ ݂൫ ௜ܻห݌ሺ ௜ܺሻ൯ 

この事実は、補助変数の数が多い場合に役に立つ。補助変数の数が多い場合、補助

変数の値で条件付ける際の区分が自明ではない。たとえば、補助変数が身長、体重、

年齢、性別、住所の５つである場合、身長、体重、年齢のそれぞれが中央値未満か以

上か、性別は男女のいずれか、住所は北海道、東北、北陸、関東、中部、近畿、中

国・四国、九州・沖縄のいずれか、に応じて条件付けることもできれば、身長、体重、年

齢のそれぞれが 4 分位階層のいずれか、性別は男女のいずれか、居住都道府県は

47 都道府県のいずれか、に応じて条件付けることもできる。これに対して、傾向スコア

の値で条件付ければ、条件付けの変数が 1 次元に集約されることで処理が容易にな

る。ただし、条件付けの区分が細かいほうがより正確に等質回答群（回答確率が互い

に等しい要素の集合）に対応させられるが、細かすぎると、各層サイズが小さくなり層ご
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との推定の精度は低下する点に注意を要する。 

 

2.5 多重代入法 

多重代入法は、確率的代入の考え方に基づいて、疑似完全データを複数作成す

る手法であるが、単一代入法である確率的回帰代入を繰り返し互いに独立に実

行するものとは異なる。欠測値に関わる不確実性としては、第１に、欠測した値

の背後にあるデータ生成過程自体に関する不確実性と、第２に、欠測値（の真の

値）がある特定のデータ生成過程から発生するときの不確実性の２つが区別で

きる。単一代入法である確率的回帰代入を繰り返し互いに独立に実行するだけ

では、第２の不確実性に対応することはできても、第１の不確実性を捉えること

はできない。多重代入法は、２つの不確実性に対応した代入法であるといえる。 

多重代入法の考え方を理解するためには、「分散分解」を理解しなければならな

い。一般的に次の命題が成り立つ。 

 

ある条件による条件付分散は、当該条件を情報として包摂する条件による条件付分

散の当該条件による条件付期待値と、当該条件を包摂する条件による条件付期待

値の当該条件による条件付分散の和に等しい（確率変数 ሺܣ, ,ܤ ሻについてܥ

ሻܤ|ܣሺݎܸܽ ൌ ,ܤ|ܣሺݎሾܸܽܧ ሿܤ|ሻܥ ൅ ,ܤ|ܣሾܧሺݎܸܽ  （ሻܤ|ሿܥ

 
この法則は、特に「分散分解」と呼ばれる。 

分散分解の関係式によって、推定精度の評価における単一代入法の問題点を

示す。一般的に推定量ߠ෠（標本平均でも標本分散でも何でもよい）による推定精

度は、推定量ߠ෠の分散ܸܽݎ൫ߠ෠൯（あるいはその平方根である標準誤差）によって評

価できる。観測データを与件としたときの欠測データの条件付分布を「事後予測分布」

と呼ぶ。欠測値を代入値で置換えることによって作成される疑似完全データに、所定

の推定処理を実行する手法（すなわち代入法）においては、疑似完全データの代入

データに不確実性が内在している。その不確実性は、次の３つに区別できる。 

（１）事後予測分布を与件としたときの欠測データ生成に関する不確実性 

（２）事後予測分布自体の不確実性 

（３）事後予測分布の推定に関する不確実性 

疑似完全データを完全データとみなして推定結果を解釈することは、これらの不確実

性を捨象していることになる。 

標本調査における所定の推定量ߠ෠∗は、完全データが得られた場合にのみ値を求め

ることができる。推定量ߠ෠∗は、観測データ（ܻை, ܺ）と欠測データ（ܻெ）の関数である。 
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∗෠ߠ ൌ ∗෠ߠ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

欠測データሺܻெሻ
ቇ 

非確率的単一代入法の代入値は観測値の関数であるから、非確率的単一代入法

によって作成される疑似完全データの代入データܻெതതതത஽ௌூは観測データ（ܻை, ܺ）の関数

である。この関数は、「代入モデル」と呼ばれ、当該関数のパラメータߚ及びその推定

量ߚመに対して、次式で表す。 

代入データ൫ܻெതതതത஽ௌூ൯ ൌ ݃஽ௌூ൫観測データ（ܻை, ܺ）หパラメータの推定値ሺߚመሻ൯ 
非確率的単一代入法による推定量ߠ෠஽ௌூは、疑似完全データを完全データとみなし

て算出する推定量ߠ෠∗である。従って、推定量ߠ෠஽ௌூは、観測データの関数である。 

෠஽ௌூߠ ൌ ∗෠ߠ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

代入データሺܻெതതതത஽ௌூሻ
ቇ

ൌ ∗෠ߠ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

݃஽ௌூ൫観測データ（ܻை, ܺ）หパラメータの推定値ሺߚመሻ൯
ቇ 

他方、確率的回帰代入法の代入値は観測値及び回帰モデルの誤差項の関数であ

るから、確率的回帰代入法によって作成される疑似完全データの代入データܻெതതതതௌௌூは

観測データ（ܻை, ܺ）及び回帰モデルの誤差項ߝௌௌூの関数である。ただし、観測データ

と代入データの関係のうち、観測データから推定される回帰モデルのパラメータߚመ ൌ

,መ൫観測データሺܻைߚ ܺሻ൯を介した部分を明示して、代入モデルを次式で表す。 

代入データ൫ܻெതതതതௌௌூ൯ ൌ ݃ௌௌூ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

誤差項ሺߝௌௌூሻ
ቤパラメータの推定値ሺߚመሻቇ 

確率的回帰代入法による推定量ߠ෠ௌௌூもまた、疑似完全データを完全データとみなし

て算出する推定量ߠ෠∗である。従って、推定量ߠ෠ௌௌூは、観測データと推定された回帰モ

デルの誤差項の関数である。 

෠ௌௌூߠ ൌ ∗෠ߠ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

代入データሺܻெതതതതௌௌூሻ
ቇ

ൌ ∗෠ߠ ൮

観測データሺܻை, ܺሻ

݃ௌௌூ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

誤差項ሺߝௌௌூሻ
ቤパラメータの推定値ሺߚመሻቇ

൲ 

標本調査における所定の推定量ߠ෠∗の分散について、分散分解により、次式が成り

立つ。 
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෠∗൯ߠ൫ݎܸܽ ൌ ܧ ቎ܸܽݎ ቌߠ෠∗ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

欠測データሺܻெሻ
ቇ ቮ観測データሺܻை, ܺሻቍ቏

൅ ݎܸܽ ቆܧ ቈߠ෠∗ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

欠測データሺܻெሻ
ቇቤ観測データሺܻை, ܺሻ቉ቇ 

（2-5-1） 

事後予測分布を与件としたときの欠測データ生成に関する不確実性は、(2-5-1)式右

辺第１項の期待値の中の条件付分散及び同第２項の分散の中の条件付期待値によ

って捉えられる。事後予測分布自体の不確実性は、（2-5-1）式右辺第１項の期待値及

び同第２項の分散によって捉えられる。（2-5-1）式は、仮に完全データが得られたとし

たときの所定の推定量の分散であるから、事後予測分布の推定に関する不確実性は

存在しない。 

非確率的単一代入法においては、疑似完全データを完全データとみなしているの

で、推定量ߠ෠஽ௌூを、欠測の生じない標本調査における所定の推定量ߠ෠∗とみなしている

ことになる。そのことはさらに、推定量ߠ෠஽ௌூの分散が推定量ߠ෠∗の分散であると錯覚する

ことにつながる。非確率的単一代入法による推定量ߠ෠஽ௌூの分散については、分散分

解により、次式が成り立つ。 

෠஽ௌூ൯ߠ൫ݎܸܽ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ܧ ቎ܸܽݎ ቌߠ෠∗ ቆ

観測データሺܻை, ܺሻ

݃஽ௌூ൫観測データ（ܻை, ܺ）หパラメータの推定値ሺߚመሻ൯
ቇ ቮ観測データሺܻை, ܺሻቍ቏

൅ܸܽݎ ቆܧ ൥ߠ෠∗ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

݃஽ௌூ൫観測データ（ܻை, ܺ）หパラメータの推定値ሺߚመሻ൯
ቇอ観測データሺܻை, ܺሻ൩ቇ

ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ൌ ሾ0ሿܧ ൅ ݎܸܽ ቌߠ෠∗ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

݃஽ௌூ൫観測データ（ܻை, ܺ）หパラメータの推定値ሺߚመሻ൯
ቇቍ																																								

ൌ ݎܸܽ ቌߠ෠∗ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

݃஽ௌூ൫観測データ（ܻை, ܺ）หパラメータの推定値ሺߚመሻ൯
ቇቍ																																																						

 

（2-5-2） 

（2-5-2）式第１等号右辺第１項は、観測データを与件とした推定量ߠ෠஽ௌூの条件付分

散の期待値である。推定量ߠ෠஽ௌூは観測データの関数であるため、観測データを与件と

するということはその関数である推定量ߠ෠஽ௌூも与件となることを意味する。従って、観測

データを与件とした推定量ߠ෠஽ௌூの条件付分散自体は値が０である。このことから、（2-5-

2）式第１等号右辺第１項の値は０である。 

先述の通り、非確率的単一代入法では、（2-5-2）式の値を（2-5-1）式の値とみなして

いるのであるが、（2-5-2）式と真の姿である（2-5-1）式とは２つの点で異なる。第１に、分

散分解の第１項が（2-5-2）式では０となる。この項は、観測データを与件としたときの欠
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測データの不確実性（事後予測分布自体の不確実性の一部）に由来する推定量の変

動（の期待値）であり、非確率的単一代入はこれを捉えていない。第２に、（2-5-1）式右

辺第２項と（2-5-1）式を比較すると、前者では観測データを与件としたときの推定量の

条件付期待値において欠測データに関する積分又は積算の演算がなされているが、

後者では欠測データが代入データに置換えられているため、観測データを与件とした

ときの欠測データの不確実性が代入モデルを介した観測データに由来する不確実性

に置換えられている。つまり、この項で捉えられるべき事後予測分布自体の不確実性

の部分が捉えられていない。先述の通り（2-5-1）右辺第１項で捉えられるべき部分も捉

えられていないので、非確率的単一代入法では、全体として事後予測分布自体の不

確実性が一切捉えられていないことが分かる。 

（2-5-2）式右辺を（2-5-1）式右辺第２項と比較すると、前者では推定量が観測データ

のみの関数とみなされているので、後者で捉えられている事後予測分布を与件とした

ときの欠測データ生成に関する不確実性の部分と観測データの標本誤差が、前者で

は観測データ部分の標本誤差に由来する変動に置換えられている。この分だけ、推

定精度が過大評価される。 

また、（2-5-2）式右辺では、パラメータの推定に関わる不確実性も生じている。これ

は、（2-5-1）式右辺には存在しなかったものである。非確率的単一代入の実施者は、

代入データを欠測データの真の値であるとみなしており、従って、事後分布のパラメー

タの推定値を真の値とみなしているため、（2-5-2）式右辺の分散を算出する際は、パラ

メータを確率変数とはみなさない。このように事後予測分布の推定に関する不確実性

を適切に評価しないことも、推定精度を過大評価させる効果をもつ。 

確率的回帰代入法による推定量ߠ෠ௌௌூの分散については、分散分解により、次式が

成り立つ。 

෠ௌௌூ൯ߠ൫ݎܸܽ

ൌ ܧ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ݎܸܽ

ۉ

ۈ
ۇ
∗෠ߠ ൮

観測データሺܻை, ܺሻ

݃ௌௌூ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

誤差項ሺߝௌௌூሻ
ቤパラメータの推定値ሺߚመሻቇ

൲ ተ
ተ観測データሺܻை, ܺሻ

ی

ۋ
ۊ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൅ ݎܸܽ ൮ܧ ൦ߠ෠∗ ൮

観測データሺܻை, ܺሻ

݃ௌௌூ ቆ
観測データሺܻை, ܺሻ

誤差項ሺߝௌௌூሻ
ቤパラメータの推定値ሺߚመሻቇ

൲ተ観測データ

ሺܻை, ܺሻ൪൲ 

（2-5-3） 
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（2-5-2）式と（2-5-3）式を比べると、確率的回帰代入法では非確率的単一代入法の

問題点が回避されていることが分かる。（2-5-3）式右辺第１項については、観測データ

を与件としたときの推定量ߠ෠ௌௌூの条件付分散の期待値であり、推定量ߠ෠ௌௌூは観測デー

タだけでなく回帰モデルの誤差項にも依存するので、観測データを与件としたときの

推定量ߠ෠ௌௌூの条件付分散自体は回帰モデルの誤差項に由来する変動を反映して０よ

り大きくなる。このため、確率的回帰代入法では、非確率的単一代入法の場合のよう

に分散分解の第１項は０とはならない。（2-5-3）式右辺第２項については、回帰モデル

の誤差項に関する積分又は積算の演算が、代入モデルの誤差項によって表現される

欠測データ生成に関する不確実性を表しており、所定の推定量ߠ෠∗の分散の分散分解

第２項における欠測データに関する積分又は積算の演算が（観測データを与件とした

ときの）欠測データ生成に関する不確実性を表していることに対応している。ただし、こ

の誤差項が本来の欠測データに由来する不確実性を過不足なくとらえているかは自

明ではない。また、事後予測分布の推定に関する不確実性を推定精度に評価させる

問題は、非確率的単一代入法の場合と同様である。 

 

まとめると、非確率的単一代入法では、疑似完全データを完全データとみなす

ことによって、第１に、欠測データに関する推定の不確実性が無視され、第２に、

観測データを所与としたときの欠測データの条件付に関わる不確実性が無視さ

れていることになる。 

これに対して、確率的回帰代入法のような確率的な手法による推定量ߠ෠ௌௌூは、

観測データだけでなく代入モデルの確率項にも依存する（ߠ෠ௌௌூ ൌ ෠∗൫観測データߠ

,代入データ൯ ൌ ,෠∗൫観測データߠ ݄ௌௌூሺ観測データ,確率項ሻ൯ ൌ ,෠ௌௌூ൫観測データߠ

確率項൯）。つまり、不完全データに対して、欠測データに関する推定の不確実性

を代入モデルの確率項で捉えようとしている。（2-5-2）式の「欠測データሺܻெሻ」
を「確率項ሺߝሻ」で置換えた式も一般的に成立する。しかし、一般的な推定量ߠ෠に

関して、（2-5-2）式を計算することは容易ではないという問題がある。また、確

率的回帰代入法においては、推定された回帰モデルから生成する欠測データの、

乱数としての不確実性は捉えられているが、回帰モデルの推定自体に伴う不確

実性、すなわち観測データを所与としたときの欠測データの条件付分布に関わ

る不確実性は捉えられていない。 
第 2.2 節で述べたとおり、単一代入法は、MAR の下であれば、１次モーメン

トに関する点推定については欠測バイアスを緩和できる。しかし、MAR の下で

も、標準誤差や１次超のモーメントの推定については下方バイアスを伴う（この

バイアスは欠測バイアスではなく、処理に由来するバイアスである）。これに対

して、多重代入法は、（2-5-1）及び（2-5-2）式に示した分散分解に基づいて、ま

たデータ生成の不確実性のみならずデータ生成過程自体に関する不確実性も考
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慮に入れて推定精度の評価を可能にする手法である。 
 

〇多重代入のたとえ話 

多重代入法の正確な説明は本節後半部に示し、本節前半ではまず直感的な理

解を目指す。分かりやすい図解がないので、やや散文的になるが、たとえ話で説

明する。多重代入法は、図２－７に示すような処理である。 

 

図２－７ 多重代入法のたとえ話 

 

 

不完全データをよく眺めたうえで、その不完全データの背後にある完全デー

タを生み出しそうな“サイコロ”をひとつ作る。ここで“サイコロ”といっているの

は、データ生成過程のことである。ここで、“サイコロ”（データ生成過程）とい

うものに関して２通りの考え方がある。第１は、データの背後には真の“サイコ

ロ”（データ生成過程）がただひとつ存在しており、データからそれについて推

定しなければならないという世界観である。第２は、“サイコロ”（データ生成過

程）は、いわゆる「可能存在」であり、データに基づく限りで許される範囲にお

ける可能性の広がり、としてのみ捉えうるという世界観である。図２－７多重代

入法のたとえ話における「“サイコロ”をひとつ作る」というステップは、後者の

世界観で理解される。“サイコロ”の可能性の広がりが、データ生成過程に関する

不確実性に対応する。図２－７の第２のステップで、いろいろな可能性のなかか

ら無作為に選び出されたひとつの“サイコロ”を、図２－７の第３のステップで振

る。この「“サイコロ”を振る」というステップが、欠測値（の真の値）が、ある

特定のデータ生成過程から発生するときの不確実性に対応する。図２－７の第

多重代入法のたとえ話 実際

1. 不完全データをよくみる ・事後予測分布݂ ܻெ ܻை, ܺ ൌ ݂׬ ܻெ, ߜ ܻை, ܺ ߜ݀ ൌ
݂׬ ܻெ ܻை, ܺ, ߜ ݂ ߜ ܻை, ܺ をモデル化ߜ݀

2. （いかにも背後の完全データを生成しそうな）サイコ
ロをひとつ作る （不確実性１）

・分布݂ ߜ ܻை, ܺ からの乱数発生で値ߜ ௛ を得る

3. 作ったサイコロを振る （不確実性２） ・値ߜ ௛ で評価した分布݂ ܻெ ܻை, ܺ, ߜ ௛ からの乱数発

生で値ܻ௛
ெ を得る

4. 出た目を代入値としてひとつの疑似完全データがで
きる

・疑似完全データ ܻை, ܻ ௛
ெ , ܺ を得る

2～4をH回繰り返す

5. H個の疑似完全データのそれぞれに分析を適用 ・H個の疑似推定結果 መߠ ௛ , ෠ܸ ௛
௛ୀଵ,⋯,ு

を得る

6. H個の分析結果をRubin則に従って統合 ෠ெூߠ ൌ
1
ܪ
෍ ෠ߠ ௛

ு

௛ୀଵ
෠ܸெூ ൌ ܹ ൅ 1൅ 1 ⁄ܪ ܤ

ܹ ൌ
1
ܪ
෍ ෠ܸ ௛

ு

௛ୀଵ
, ܤ ൌ

1
ܪ െ 1

෍ ෠ߠ ௛ െ ෠ெூߠ
ଶு

௛ୀଵ
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４のステップで、特定の偶然性をもつ疑似完全データがひとつ作成される。この

ような疑似完全データを、互いに独立に複数作成することで、疑似完全データの

標本が得られる。図２－７の第６ステップの具体的な内容については、本節補論

を参照のこと。 

 

〇多重代入法の実行例 

図２－８は、第 2.2.1 節の図２－２－１～２－２－８で用いた人工的な不完全

データに対して、多重代入法の実行例を示したものである。詳細は本節後半の数

式を用いた説明にまわすとして、ここでは図２－７に示した多重代入法のたと

え話では捨象されていた、補助変数の役割に焦点を当てる。 

まず、図２－８中の①及び②の処理は、それぞれ“サイコロ”に関する不確実性、

及びデータ発生の不確実性に対応している（図２－７の「“サイコロ”を作る」ス

テップが図２－８の①、図２－７の「“サイコロ”を振る」ステップが図２－８の

②にそれぞれ対応している）。特に、欠測データの事後分布を特定するパラメー

タߜ௛
∗が、第݄疑似完全データ作成用の“サイコロ”に対応する。ここで欠測が生じ

ていないレコードの補助変数ሺݔଵ௜, ௜ݕଶ௜ሻは、観測データݔ
ைとともに、“サイコロ”作

成における投入要素となっている（補助変数には欠測は生じないが、図２－８で

は、目的となる変数に欠測が生じているレコードの補助変数ሺݔଵ
ை, ଶݔ

ைሻと目的とな

る変数に欠測が生じているレコードの補助変数ሺݔଵ
ெ, ଶݔ

ெሻを区別している）。 

図２－７の第２のステップで「不完全データをみる」のは、第２のステップで

「サイコロをひとつ作る」ための情報収集であるが、そこでは欠測が生じていな

いレコードሺݕ௜, ,ଵ௜ݔ ଶ௜ሻ௜∈ௌೃだけが対象となっている。欠測が生じていないレコーݔ

ドを考慮して“サイコロ”を作るのであるが、出来上がった“サイコロ”を振るとき

には欠測が生じているレコードの補助変数の情報が利用される。たとえて言え

ば、“サイコロの振り方”は欠測が生じているレコードの補助変数ሺݔଵ
ெ, ଶݔ

ெሻの値に

依存する（現実世界のサイコロは、強く振るか弱く振るか、角度をつけるかとい

った振り方によって無作為性が変化するとは考えられないが、ここでは説明の

便宜上振り方に応じて目の出方が変わってくる“サイコロ”を考えている。そもそ

も正多面体のサイコロを考えているわけでもない）。 

まとめると、多重代入法では、データ生成過程の可能性の広がりのなかから、

互いに独立に複数の偶然性を取り出し、それらの個々の偶然性のそれぞれに対

して解析を適用し、それらの個々の結果を統合することで、データ生成過程自体

に関する不確実性と、データ発生に関わる不確実性を捉えた推定を行う。その際、

補助変数に含まれる情報のうち、欠測値の推定に資する情報が活用される（この

点は、単一代入法も同じである）。それらの情報は不確実性の範囲を狭めるとい

える。欠測が生じていないレコードの情報は、データ生成過程自体の可能性の広
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がりに制約を課す役割を果たし、欠測が生じているレコードの補助変数の値は、

データ発生の不確実性の範囲を狭める役割を果たす。 

 

〇図２－４－３の補足説明 

第 2.2.2 節の図２－３－１～２－３－３には、単一代入法に加えて多重代入法

の実行結果の一例を示す。ただしこの例示では、多重代入法によって作成される

疑似完全データの数は１であり、本来多重代入法が想定する適用方法ではない。

ここでは、多重代入法における代入値自体の特徴を確認するためにこの図を示

す。結果は、確率的回帰代入と同様のものであることが分かる。補助変数が正負

を問わず目的となる変数との相関を示す場合（図２－３－１及び２－３－２）は、

（図から読み取れる情報に関する限り）真の姿（各図のパネル（A））に似た代

入結果となるが、補助変数が目的となる変数と無相関である場合（図２－３－３）

は、代入結果は真の姿から大きく乖離する。多重代入法においても、用いる補助

変数が目的となる変数と無相関である場合は、欠測バイアスを緩和する効果が

期待できない。 
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図２－８ 多重代入法の処理手順 

 

y*: 真の値、y: 観測データ、missing: 欠測指標、(x1, x2): 補助変数、yMI: 多重代入法による代入値 
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数式を用いた説明 

多重代入法は、処理の手順としては次の３つの段階からなる。 

 

第１段階： 代入ステージ 

適当な補完方法（後述）により算出した値を欠測値に代入することで得られる

データを、互いに独立にܪ個作成する。欠測値への代入によって作成されたデー

タ「疑似完全データ」と呼ぶ。 

 

第２段階： 解析ステージ 

代入ステージで得られたそれぞれの疑似完全データに対して適当な推定方法

を適用し、疑似完全データごとに推定値とその分散・共分散行列推定値を得る。

第݄疑似完全データの推定値及びその分散・共分散行列推定値をそれぞれߠ෠ሺ௛ሻ及

び ෠ܸ ሺ௛ሻとする。 

 

第３段階： 統合ステージ 

解析ステージで得られたܪ個の推定値及びܪ個の分散・共分散行列推定値から、

次式で定義される最終的な推定量ߠ෠ெூとその分散・共分散行列推定値 ෠ܸெூを計算

する。 

෠ெூߠ ≡
1
ܪ
෍ ෠ሺ௛ሻߠ

ு

௛ୀଵ
 

(2-5-4) 

෠ܸெூ ≡ ܹ ൅ ൬1 ൅
1
ܪ
൰ܤ 

ܹ ≡
1
ܪ
෍ ෠ܸሺ௛ሻ

ு

௛ୀଵ
 

ܤ ≡
1

ܪ െ 1
෍ ൫ߠ෠ሺ௛ሻ െ ෠ெூ൯ߠ

ଶு

௛ୀଵ
 

(2-5-5) 

多重代入法の上述の手順は、代入ステージの補完方法を適当に決めたとき、不

完全データのなかの利用可能な情報を与件としたときのパラメータの事後分布

݂ሺߠ|ܻை, ܴ, ܺሻに基づいてベイズ推定をしているとみることができる（以下では特

定のレコードを表す添え字݅を省略する）。パラメータの事後分布݂ሺߠ|ܻை, ܴ, ܺሻは、

次式のとおりに分解できる。 

݂ሺߠ|ܻை, ܴ, ܺሻ ൌ න݂ሺߠ, ܻெ|ܻை, ܴ, ܺሻܻ݀ெ ൌ න݂ሺߠ|ܻை, ܻெ, ܴ, ܺሻ݂ሺܻெ|ܻை, ܴ, ܺሻܻ݀ெ 

(2-5-6) 
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多重代入法では、݂ሺܻெ|ܻை, ܴ, ܺሻ ൌ ݂ሺܻெ|ܻை, ܺሻすなわち MAR が仮定される。

このとき(2-5-6)式は、次式となる。 

݂ሺߠ|ܻை, ܴ, ܺሻ ൌ න݂ሺߠ|ܻை, ܻெ, ܴ, ܺሻ݂ሺܻெ|ܻை, ܺሻܻ݀ெ 

(2-5-7) 

事後分布 ݂ሺߠ|ܻை, ܻெ, ܴ, ܺሻの関数形が特定化されれば、事後予測分布

݂ሺܻெ|ܻை, ܺሻから互いに独立にܪ個の欠測変数ܻெの値൛ ሺܻ௛ሻ
ெ ൟ

௛ୀଵ

ு
を発生させ（後述）、

それぞれの値で事後分布݂ሺߠ|ܻை, ܻெ, ܴ, ܺሻを評価した値݂൫ߠหܻை, ሺܻ௛ሻ
ெ , ܴ, ܺ൯を計算

すれば、次式のとおり、それらの平均値で事後分布݂ሺߠ|ܻை, ܴ, ܺሻの近似値を求め

ることができる。 

݂ሺߠ|ܻை, ܴ, ܺሻ ≅
1
ܪ
෍ ݂൫ߠหܻை, ሺܻ௛ሻ

ெ , ܴ, ܺ൯
ு

௛ୀଵ
 

(2-5-8) 

(2-5-8)式は、(2-5-7)式のモンテ・カルロ法による数値計算式とみることもで

きる。 

事後予測分布݂ሺܻெ|ܻை, ܺሻから代入値を発生させる点で、多重代入法の代入ス

テージにおける欠測値補完方法は、単一代入で用いられる方法とは異なる。事後

予測分布݂ሺܻெ|ܻை, ܺሻは、次式のとおりに分解できる。 

݂ሺܻெ|ܻை, ܺሻ ൌ න݂ሺܻெ, ,ைܻ|ߜ ܺሻ݀ߜ ൌ න݂ሺܻெ|ܻை, ܺ, ,ைܻ|ߜሻ݂ሺߜ ܺሻ݀ߜ 

(2-5-9) 

観測データと補助変数の情報の下での欠測値の推定に関する不確実性は、(2-
5-9)式のパラメータߜの推定に関する不確実性と、当初の手持ちの情報に加えて

パラメータߜの値が与えられた下での欠測値の発生に関する不確実性とによっ

て構成される。別の言い方をすれば、分布に関する不確実性と分布からの発生に

関する不確実性の２つの部分に分けられる。処理の手順としては、分布

݂ሺߜ|ܻை, ܺሻから発生させた値ߜሺ௛ሻで評価した分布݂൫ܻெหܻை, ܺ, ሺ௛ሻ൯から値ߜ ሺܻ௛ሻ
ெ を発

生させることで、代入値を得る。 

統合ステージにおける推定値の統合方法（(2-5-4)式及び(2-5-5)式）は、Rubin’s 

rule と呼ばれる。（2-5-4）式によると、多重代入法の推定値は、疑似完全データ

ごとの推定値の平均値である。（2-5-5）式は、多重代入法による推定の誤差が２

つの部分に分けられることを示している。第１項ܹは、疑似完全データごとの分

散・共分散行列推定値の平均値であり、疑似完全データ内における推定の不確実

性の部分を捉えている。これは、疑似完全データ内分散・共分散（within-imputation 

variance-covariance）と呼ばれる。第２項は、疑似完全データごとの推定値の分散
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に調整項ሺ1ܤ ൅ 1 ݉⁄ ሻを乗じたものであり、疑似完全データ間の推定値のばらつ

きすなわち疑似完全データ自体の不確実性の部分を捉えている。これは、疑似完

全データ間分散・共分散（between-imputation variance-covariance）と呼ばれる。

欠測データの占める割合が高い不完全データほど疑似完全データ間の違いが大

きくなるため、疑似完全データ間分散は大きくなる。Rubin’s rule は、繰り返し

期待値の公式によって導かれる以下の２つの式にもとづいてモンテ・カルロ法

による近似計算を行っているとみることができる。 

,ைܻ|ߠሺܧ ܴ, ܺሻ ൌ ,ைܻ|ߠሺܧሺܧ ܻெ, ܴ, ܺሻ|ܻை, ܴ, ܺሻ 

(2-5-10) 

,ைܻ|ߠሺݎܸܽ ܴ, ܺሻ

ൌ ,ைܻ|ߠሺݎሺܸܽܧ ܻெ, ܴ, ܺሻ|ܻை, ܴ, ܺሻ ൅ Varሺܧሺߠ|ܻை, ܻெ, ܴ, ܺሻ|ܻை, ܴ, ܺሻ 

(2-5-11) 

上の２式の各右辺で、内側の期待値オペレーションは(2-5-9)式のモンテ・カルロ

法による数値計算すなわち代入ステージで発生させた疑似完全データごとの推

定値計算に対応し、外側の期待値オペレーションは(2-5-7)式をウェイトに用い

た計算に対応する。 

多重代入法による有意水準ߙの区間推定は、次式で与えられる。 

ܲ ቆߠ෠ெூ,௝ ∈ ቈߠ െ ఔ,ଵିఈටݐ ෠ܸெூ,௝௝, ߠ ൅ ఔ,ଵିఈටݐ ෠ܸெூ,௝௝቉ ቤܻை, ܴ, ܺቇ ≅ 1 െ α 

 (2-5-12) 

ただし、上式において自由度 νは次式で与えられる。 

ߥ ൌ ሺܪ െ 1ሻ ቈ1 ൅
തܸ

ሺ1 ൅ 1 ⁄ܪ ሻܤ
቉
ଶ

 

 (2-5-13) 

ベイズ推定であれば、次式となる。 

ܲ ቆߠ ∈ ቈߠ෠ெூ,௝ െ ఔ,ଵିఈටݐ ෠ܸெூ,௝௝, ෠ெூ,௝ߠ ൅ ఔ,ଵିఈටݐ ෠ܸெூ,௝௝቉ ቤܻை, ܴ, ܺቇ ≅ 1 െ α 

 (2-5-14) 

 

2.6 尤度法 

欠測データメカニズムが MAR である場合は、補助変数の情報を活用することで、

推定における欠測バイアスを緩和することができる。これに対して、欠測データメカニ

ズムが MNAR である場合は、補助変数の活用だけでは欠測バイアスを緩和できない

（すなわち、欠測バイアスの緩和に資する補助変数が利用できない）。そこで、不完全

データの背後にあるデータ生成過程をモデル化することで、欠測バイアスの緩和を図
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る方法として、尤度法がある。 

不完全データの分析手法としての尤度法は、通常の最尤推定法を、欠測の生じる

データへ拡張したものである。最尤推定法では、データ生成過程をモデル化すること

で、データが発生する確率を導出し、データ発生確率をデータ生成過程のパラメータ

の関数とみなす。この関数は「尤度関数」と呼ばれる。最尤推定法は、与えられたデー

タの尤度関数を最大化するパラメータを推定量とする推定方法である。最尤推定法は、

「発生したデータは最も高い確率で発生したものであろう」という推定原理に基づいて

いる。最尤推定量が、一致性（標本サイズを増加させていくと、推定量が真の値に確

率的に収束するという性質）、漸近正規性（標本サイズを増加させていくと、推定量の

分布が正規分布に収束するという性質）、漸近効率性（標本サイズを増加させていくと、

推定量の分散が理論的下限に収束するという性質）という望ましい性質をもつための

十分条件が知られており、それらの条件のうち、モデル化が正しいという条件以外は

緩やかな条件である。 

不完全データの分析手法としての尤度法が、欠測の生じないデータに対する通常

の最尤推定法と異なる点として、次の２つが挙げられる。第１に、不完全データの尤度

関数は、データ生成過程のパラメータの関数であるだけではなく、欠測値の関数でも

ある。第２に、不完全データでは、欠測パターン自体がデータの構成要素となる。つま

り、不完全データは、完全データとは異なる次元の情報を追加的に含んでいるため、

不完全データのデータ生成過程ないし尤度関数は、完全データのデータ生成過程な

いし尤度関数とは異なる次元の引数をもつ。 

第１の点については、不完全データの尤度法では、尤度関数を欠測データに関し

て積分又は積算することによって、最尤推定法における最大化の目的関数を導出す

る。尤度関数を欠測データに関して積分又は積算するという処理は、「発生したデータ

は最も高い確率で発生したものであろう」という、最尤推定法の推定原理に即したもの

である。このことを、簡単な例によって示す。 

硬貨を投げて表が出れば値 1、裏が出れば値 0 をとる２値変数を考える。２枚の硬

貨、たとえば百円玉と五十円玉のそれぞれに、この２値変数を定義し、百円玉に対し

ては２値変数ܣ、五十円玉に対しては２値変数ܤとする。また２つの２値変数ܣ及びܤの

和を変数ܥとする（ܥ ≡ ܣ ൅ のうち、任意の２つの値が分かܥ及びܤ、３つの変数A。（ܤ

れば残りの値も分かるので、任意の２つの変数として、変数ܤ及びܥに注目する。当該

百円玉で表が出る確率をߙ、当該五十円玉で表が出る確率をߚとすると、２つの変数と

して変数ܤ及びܥの同時分布は、Prሺܤ ൌ 0, ܥ ൌ 0ሻ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ܤሻ、Prሺߚ ൌ 0, ܥ ൌ

1ሻ ൌ ሺ1ߙ െ 、ሻߚ Prሺܤ ൌ 1, ܥ ൌ 1ሻ ൌ ሺ1 െ 及ߚሻߙ び Prሺܤ ൌ 1, ܥ ൌ 2ሻ ൌ ߚߙ （ ま た 、

Prሺܤ ൌ 0, ܥ ൌ 2ሻ ൌ Prሺܤ ൌ 1, ܥ ൌ 0ሻ ൌ 0）である。２つの硬貨を１００回投げて、各回

の変数ܤ及びܥのデータを収集したとする。１００回のうち３０回はሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ0, 0ሻ、２０回

はሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ0, 1ሻ、２５回はሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ1, 1ሻ、２５回はሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ1, 2ሻというデータが得ら
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れたとする。この欠測が生じていないデータに対する対数尤度関数（尤度関数の対数

値 ） ln ∗ܮ は 、 ln ∗ܮ ൌ 30 lnሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ ൅ 20 ln ሺ1ߙ െ ሻߚ ൅ 25 lnሺ1 െ ߚሻߙ ൅

25 ln ߲、であるから、対数尤度関数を最大化する解の必要条件はߚߙ ln ∗ܮ ⁄ߙ߲ ൌ

െ30 ሺ1 െ ⁄ሻߙ ൅ 20 ⁄ߙ െ 25 ሺ1 െ ⁄ሻߙ ൅ 25 ⁄ߙ ൌ 0及び߲ ln ∗ܮ ⁄ߚ߲ ൌ െ30 ሺ1 െ ⁄ሻߚ െ

20 ሺ1 െ ⁄ሻߚ ൅ 25 ⁄ߚ ൅ 25 ⁄ߚ ൌ 0となり、最尤推定の結果は、൫ߙො, መ൯ߚ ൌ ሺ0.45, 0.5ሻであ

る。 

次に、どうしたわけか変数ܥの値が、一部の回について観測されなかった場合を考

える。上記の試行結果で、４通りのパターンのそれぞれで、５回分について変数ܥの値

が観測されていないとする。この場合、１００回のうち２５回はሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ0, 0ሻ、１５回は

ሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ0, 1ሻ、２０回はሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ1, 1ሻ、２０回はሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ1, 2ሻ、１０回はሺܤ, ሻܥ ൌ
ሺ0,ܰܣሻ、１０回はሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ1,ܰܣሻという結果である（ちなみに、ここで変数ܥではなく変

数ܤに欠測が生じていれば、定義上ܥ ൌ 0ならばܤ ൌ 0であり、ܥ ൌ 2ならばܤ ൌ 1であ

るから、事実上欠測を減らすことができる。このように欠測を減らすために利用できるデ

ータ以外の情報源を「expert knowledge」と呼ぶ）。尤度を求める際、この欠測を含む２

０回分については、確率測度を欠測値に関して積算する。計算としては、ሺܤ, ሻܥ ൌ
ሺ0,ܰܣሻとなった１０回分の各々については、変数ܥが値 0、1、2 のそれぞれをとる可能

性を考慮して、値Prሺܤ ൌ 0, ܥ ൌ 0ሻ ൅ Prሺܤ ൌ 0, ܥ ൌ 1ሻ ൅ Prሺܤ ൌ 0, ܥ ൌ 2ሻ ൌ ሺ1 െ

ሻሺ1ߙ െ ሻߚ ൅ ሺ1ߙ െ ሻߚ ൅ 0 ൌ 1 െ ,ܤまた、ሺ、ߚ ሻܥ ൌ ሺ1,ܰܣሻとなった１０回分の各々に

ついては、変数ܥが値 0、1、2 のそれぞれをとる可能性を考慮して、値Prሺܤ ൌ 1, ܥ ൌ

0ሻ ൅ Prሺܤ ൌ 1, ܥ ൌ 1ሻ ൅ Prሺܤ ൌ 1, ܥ ൌ 2ሻ ൌ 0 ൅ ሺ1 െ ߚሻߙ ൅ ߚߙ ൌ がߚ 、 そ れぞ れ

の欠測値に関して積算された尤度となる。ሺܤ, ሻܥ ൌ ሺ0,ܰܣሻとなった１０回分のそれぞ

れの尤度1 െ ,ܤは、単に当該五十円玉で裏が出る確率であり、また、ሺߚ ሻܥ ൌ ሺ1, ሻܣܰ

となった１０回分のそれぞれの尤度ߚは、単に当該五十円玉で表が出る確率である。

つまり、欠測値に関する積算（連続変数の場合は積分）という処理は、観測された変数

のみの分布に基づいて尤度を求めることにほかならない。この欠測が生じているデー

タに対する対数尤度関数（尤度関数の対数値）ln は、lnܮ ܮ ൌ 25 lnሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ ൅

15 ln ሺ1ߙ െ ሻߚ ൅ 20 lnሺ1 െ ߚሻߙ ൅ 20 ln ߚߙ ൅ 10 lnሺ1 െ ሻߚ ൅ 10 ln であるから、対ߚ

数尤度関数を最大化する解の必要条件は、߲ ln ܮ ⁄ߙ߲ ൌ െ25 ሺ1 െ ⁄ሻߙ ൅ 15 ⁄ߙ െ

20 ሺ1 െ ⁄ሻߙ ൅ 20 ⁄ߙ ൌ 0 及 び ߲ ln ܮ ⁄ߚ߲ ൌ െ25 ሺ1 െ ⁄ሻߚ െ 15 ሺ1 െ ⁄ሻߚ ൅ 20 ⁄ߚ ൅

20 ⁄ߚ െ 10 ሺ1 െ ⁄ሻߚ ൅ 10 ⁄ߚ ൌ 0となり、最尤推定の結果は൫ߙො, መ൯ߚ ൌ ሺ0.4375, 0.5ሻで

ある。欠測値に関して積算（連続変数の場合は積分）した尤度関数は、「観測データ

尤度（observed-data likelihood）」関数と呼ばれる。 

第２の点は説明を要する。不完全データとそれに対応する完全データの相違を理

解するためには、一見逆説的な次の事実が重要である。すなわち、不完全データは、

それに対応する完全データの情報の一部に覆いを掛けたものに等しいが、不完全デ

ータにはそれに対応する、完全データには含まれない情報が追加的に含まれている。
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その追加的に含まれる情報とは、「覆いの掛けられ方に関する情報」、つまり欠測パタ

ーンに関する情報である。覆いの掛けられていない完全データでは、どのように覆い

が掛けられる可能性が高いか、あるいはそもそも覆いが掛けられる可能性があるのか、

ということ（つまり欠測パターンの確率分布）に関して、推定する手掛かりとなる情報は

一切含まれていない。 

不完全データの分析手法としての尤度法では、MNAR の欠測データメカニズムに

対して、不完全データに追加的に含まれた「覆いの掛けられ方に関する情報」を、欠

測パターンの分布に関する推定に資する情報として有効に活用する。もちろん統計調

査の目的は、興味の対象となる変数の分布に関する推定であって、欠測パターンの

分布に関する推定ではない。それでも本来の目的のために「欠測パターンの分布に

関する推定に資する情報」が活用できるのは、欠測データメカニズムとして MNAR を

想定するからである。MNAR のもとでは、欠測パターンがどのように発生するかというこ

とと、興味の対象となる変数の値がどのような値をとるかということとの間に相互依存関

係があるため、欠測パターンがどのように発生するかということを推定する上で役に立

つ情報は、興味の対象となる変数の値がどのように発生するかということを推定する上

でも役に立つのである。 

ここで、MAR と MNAR のそれぞれで活用する情報を比較すると、次のようになる。

欠測データメカニズムが MAR である場合は、補助変数の情報を活用することで、興

味の対象となる変数の値と欠測パターンとの間の相互依存性を取り除くことができるの

で、補助変数の活用だけで興味の対象となる変数に関する推定から欠測バイアスは

除かれる。他方、欠測データメカニズムが MNAR である場合は、補助変数の値で条

件付けてもなお興味の対象となる変数の値と欠測パターンとの間に相互依存関係が

残るので、その残された相互依存関係をモデル化したうえで、補助変数の情報だけで

はなく上述の「欠測パターンの分布に関する推定に資する情報」を活用することで興

味の対象となる変数に関する推定から欠測バイアスは除かれる。 

次に、上で説明した不完全データの尤度法が、通常の最尤推定法と異なる２つの

点（通常の尤度関数が欠測値の関数となること及び欠測パターン自体がデータとなる

こと）を踏まえて、不完全データの尤度関数を導く考え方を説明する。不完全データは、

それに対応する完全データの情報の一部に覆いを掛けたものに等しいので、不完全

データのデータ生成過程は、（１）それに対応する完全データのデータ生成過程と（２）

完全データに覆いを掛ける確率的過程という２つのデータ生成過程が合成されたもの

とみることができる。前者を「興味の対象となるデータ生成過程」と呼ぶことにして、後

者は「欠測データメカニズム」に他ならない。このようにみた不完全データのデータ生

成過程を、「全データのデータ生成過程（generating process of full-data）」と呼び、全デ

ータのデータ生成過程から導かれる尤度関数を「全データ尤度（full-data likelihood）」

関数と呼ぶ。 
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全データ尤度関数は、補助変数ܺの値を所与としたときの興味の対象となる変数ܻと

その観測指標ܴの条件付同時分布の確率密度（質量）関数に等しい。従って、尤度法

におけるモデル化は、当該同時分布の特定化である。この同時分布自体を特定化す

ることは可能であるが、その場合、欠測データに関する積分又は積算という処理によっ

て、最尤推定における最大化の目的関数となる観測データ尤度関数が複雑になること

に注意を要する。全データのデータ生成過程は、興味の対象となるデータ生成過程と

欠測データメカニズムを合成したデータ生成過程であるとみなしたとき、全データ尤度

関数は、それを構成する２つのデータ生成過程のそれぞれに対応する尤度関数に分

解することができる。興味の対象となるデータ生成過程と欠測データメカニズムをそれ

ぞれモデル化して、それぞれのモデルから導かれる尤度関数に全データ尤度関数を

分解する場合のモデルは、「選択モデル」と呼ばれる（補論参照）。MNAR の下では、

興味の対象となるデータ生成過程と欠測データメカニズムの間に相互依存関係がある。

選択モデルによる全データのデータ生成過程のモデル化においてこの相互依存関係

を表す方法の一例として、興味の対象となるデータ生成過程のモデルの誤差項と欠

測データメカニズムのモデルの誤差項の同時分布を特定化するという仕方がある。こ

の場合、２つの誤差項の相関が０であれば MAR のモデルとなる。 

 

〇Heckman の選択モデル 

欠測バイアスへの対処としての尤度法の好例として（ただし無回答による欠測では

なく、値が原理的に観測されないことによる欠測ではあるが）、Heckman の選択モデル

による賃金関数の推定がある。一般的に、労働者ごとに労働市場で提示される賃金は、

労働者の学歴、職歴、年齢といった属性の関数である。この関数を特に「賃金関数」と

呼ぶ。標本調査によって若年女性の賃金関数を推定したい場合、標本に選ばれた調

査客体ごとに、学歴、職歴、年齢といった属性と、労働市場で提示される賃金の値を

データとして収集しなければならないが、若年女性のすべてが実際に労働市場に参

加しているわけではないので、一部の調査客体については「労働市場で提示される賃

金」（以下「提示賃金」）は観測されない。提示賃金の欠測は、無回答によるものではな

く、原理的な観測不能性によるものである。提示賃金が観測されている調査客体のデ

ータだけを用いて賃金関数を推定した場合、推定結果は、「若年女性の賃金関数」に

関するものではなく、「働いている若年女性の賃金関数」に関するものである。 

ここで、標準的なミクロ経済学理論、つまり、労働によって所得を得て消費と余暇か

ら効用水準が決まる家計による最適化問題の解として、提示賃金が留保賃金を上回

る場合に働き（労働供給が正となり）、上回らない場合は働かない（労働供給は０となる）

という行動が導かれる。留保賃金は経済主体の効用関数によって決まるので、モデル

化する場合は、留保賃金を当該経済主体の効用関数の決定要因（たとえば家族構成、

不労所得、資産水準など）の関数とみなす。まとめると、当該標本調査のデータ生成
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過程のモデルは次式で表される。 

提示賃金 ൌ ݄൫学歴,職歴,年齢, ⋯ ൯ ൅賃金関数の誤差項 

留保賃金 ൌ ݃൫家族構成,不労所得,資産, ⋯ ൯ ൅留保賃金の誤差項 

提示賃金の観測指標 ൌ ൝
1 ൫提示賃金 ൐ 留保賃金൯

0 ൫提示賃金 ൑ 留保賃金൯
 

このモデルの誤差項にパラメトリックな分布を仮定することで尤度関数が導かれ、最尤

推定を行うことができる。 

Heckman の選択モデルによる賃金関数の推定では、提示賃金の観測の成否が、労

働市場への参加の有無によって決まるが、通常の統計調査における無回答による欠

測についても応用できる。その場合、無回答に関する意思決定の理論モデルがあれ

ば、欠測データメカニズムに理論的な基礎付けが得られたことになる。標準的な経済

学の原理によれば、「回答することから得られる便益≦回答することの機会費用」という

条件が、無回答となる必要十分条件となる。回答することから得られる便益は、社会的

規範や調査協力への謝礼が考えられる（現実には前者の方が大きい割合を占めてい

る）。回答することの機械費用は、回答する時間や労力である。回答の便益と費用は

調査客体ごとに異なり、例えば調査客体が企業であれば純便益（便益－機会費用）は

企業規模や業種等の属性の関数であり、調査客体が個人であれば純便益は所得や

年齢等の属性の関数と考えられる。この関数形を適当に決めれば、上述の賃金関数

の場合と同様に、欠測データメカニズムのモデルが得られる。ただし実際に尤度法を

適用する場合には、調査客体の行動モデルを明示的に考えずに選択モデルを便宜

的に用いることもあり、それは理論的な基礎付けを欠くことになる。 
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【補論：欠測と識別問題】 

 

欠測の有無を問わず尤度法を用いる場合に注意すべき点として、モデルのパラメ

ータの識別問題がある。一般的に、母集団特性値の推定における識別問題とは推定

値を導く方程式の解が不定となることである。最尤推定の場合は、尤度関数がパラメ

ータに関して凹関数でないときに推定値が不定となる。通常はモデルを構造化する

（さまざまな仮定をおく）ことで識別問題を解く。欠測を含むデータにおける識別問題

は、欠測の生じなかったデータにおける識別問題よりも難しくなる。それは、完全デー

タが得られていれば識別可能なモデルでも、不完全データに適用すれば識別不可能

になることを考えれば当然である。そのことを、欠測データ処理の尤度法の簡単な例

によって示す。 

十分大きな目標母集団において忙しい人の割合ߤを推定することを目的とした標本

調査を考える。興味の対象となる変数 ௜ܻは調査客体݅が忙しい場合に値１をとる２値変

数である。説明のための単純化として補助変数はないとする。忙しい人が調査対象に

選ばれたときに回答する確率を߮ଵ、忙しくない人が調査対象に選ばれたときに回答す

る確率を߮଴とする（先験的には忙しい人の方が調査に回答しない確率が高い（߮ଵ ൏

߮଴））。単純無作為抽出で選ばれた１個の調査客体が忙しい人である確率は２値変数

ܻの母集団平均ߤに等しい。 

調査の結果、調査対象݊人からなる標本ܵのなかで、「忙しい」と回答した人が݊ଵ人、

「忙しくない」と回答した人が݊଴人、回答してくれなかった人が݉人であった（݊ଵ ൅ ݊଴ ൅

݉ ൌ ݊）。忙しい回答者の尤度は、母集団から無作為に１人選んだときにその人が「忙

しい」と回答する確率߮ߤଵである。忙しくない回答者の尤度は、母集団から無作為に１

人選んだときにその人が「忙しくない」と回答する確率ሺ1 െ ሻ߮଴である。回答してくれߤ

なかった人の尤度は、母集団から無作為に１人選んだときにその人が回答してくれな

い確率ߤሺ1 െ ߮ଵሻ ൅ ሺ1 െ ሻሺ1ߤ െ ߮଴ሻである。したがって、調査の結果得られた不完全

データの対数尤度ln ,ߤሺܮ ߮ଵ, ߮଴ሻは次式のとおりである。 

ln ,ߤሺܮ ߮ଵ, ߮଴ሻ ൌ ݊ଵ ln ଵ߮ߤ ൅ ݊଴ lnሺ1 െ ሻ߮଴ߤ ൅݉ ln ൜
ሺ1ߤ െ ߮ଵሻ

൅ሺ1 െ ሻሺ1ߤ െ ߮଴ሻ
ൠ 

(2-8-1) 

不完全データの対数尤度(2-8-1)式から得られる条件は次の３式であるが、３式のうち

の１式は他の２式から導かれるので、冗長（redundant）である。 

ቐ
ଵ߮ߤ ൌ ݊ଵ ݊⁄

ሺ1 െ ሻ߮଴ߤ ൌ ݊଴ ݊⁄
ሺ1ߤ െ ߮ଵሻ ൅ ሺ1 െ ሻሺ1ߤ െ ߮଴ሻ ൌ ݉ ݊⁄

 

したがって、３つのパラメータሺߤ, ߮ଵ, ߮଴ሻは識別されない。 
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݉人の無回答者のなかで、実は忙しい人が݉ଵ人で、実は忙しくない人が݉଴人である

とする（݉ଵ ൅݉଴ ൌ ݉）。この情報は、当然ながら、不完全データから知ることはできな

い。仮に、超能力的に完全データを知ることができれば、対数尤度は次式となる（そも

そもそんな超能力があれば尤度推定などする必要はないが…）。 

ln ,ߤሺܮ ߮ଵ, ߮଴ሻ ൌ ݊ଵ ln ଵ߮ߤ ൅ ݊଴ lnሺ1 െ ሻ߮଴ߤ ൅ ൜
݉ଵ ln ሺ1ߤ െ ߮ଵሻ

൅݉଴ lnሺ1 െ ሻሺ1ߤ െ ߮଴ሻ
ൠ 

 (2-8-2) 

(2-8-1)式と(2-8-2)式を比べてみると、右辺第３項が異なる。不完全データの対数尤度

(2-8-1)式では無回答者がひとつのカテゴリを形成し、忙しさと回答可能性の同時確率

が忙しさに関して積算されている。これに対して、仮想的な完全データの対数尤度(2-
8-2)式では無回答者がさらに忙しさに関して分割されている。 

対数尤度(2-8-2)式から得られる条件は次の４式である。４式のうちの１式は他の３式

から導かれるので、冗長である。 

ە
۔

ۓ
ଵ߮ߤ ൌ ݊ଵ ݊⁄

ሺ1 െ ሻ߮଴ߤ ൌ ݊଴ ݊⁄
ሺ1ߤ െ ߮ଵሻ ൌ ݉ଵ ݊⁄

ሺ1 െ ሻሺ1ߤ െ ߮଴ሻ ൌ ݉଴ ݊⁄

 

この場合、３つのパラメータሺߤ, ߮ଵ, ߮଴ሻは識別される。最尤推定のようなパラメトリック推

定における識別性の喪失を欠測の影響として指摘することができる。 

不完全データの対数尤度(2-8-1)式における識別問題への対処としては、たとえば、

1 より大きい定数ܽを決め、制約条件߮ଵ ൌ ܽ߮଴のような仮定をおくことが考えられる。

（また、定数ܽの値をさまざまに変えてそれぞれの推定結果を比較すればひとつの感

度分析となる。） 

 

数式を用いた説明 

 

全データ尤度（full-data likelihood）は、興味の対象となる変数ܻ及び補助変数ܺを

所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数と、補助変数ܺを所与としたときの

興味の対象となる変数ܻの条件付確率密度関数との積で表される。 

݂൫ ௜ܻ, ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻหݎ ௜ܺ , ൯ߞ ൌ ݂൫ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻหݎ ௜ܻ , ௜ܺ , ߮൯݂ሺ ௜ܻ| ௜ܺ ,  ሻߠ

(2-8-3) 

従って全データ尤度関数のパラメータߞは、興味の対象となる変数ܻ及び補助変数

ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数のパラメータ߮及び補助変数

ܺを所与としたときの興味の対象となる変数ܻの条件付確率密度関数のパラメータߠの

関数である。特に乗法分離性から、パラメータߞはパラメータ߮及びߠの組ሺ߮,  。ሻであるߠ

ߞ ൌ ,ሺ߮ߞ ሻߠ ൌ ሺ߮,  ሻߠ
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このことから、全データ尤度関数のパラメータߞが識別できるということは、欠測デー

タメカニズムのパラメータ߮及び興味の対象となるデータ生成過程のパラメータߠも識

別できるということを意味する。 

 

観測データ尤度（observed-data likelihood）は、全データ尤度の欠測変数ܻሺି௞ሻに関

する定積分として定義される。 

݂ቀ ௜ܻ
ሺ௞ሻ, ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻቚݎ ௜ܺ , ሚቁߞ ൌ න݂൫ ௜ܻ, ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻหݎ ௜ܺ , ൯݀ߞ ௜ܻ

ሺି௞ሻ 

(2-8-4) 

従って観測データ尤度のパラメータߞሚは全データ尤度のパラメータߞの関数である。 

ሚߞ ൌ  ሻߞሚሺߞ

ここで、先述の通り全データ尤度のパラメータߞは興味の対象となる変数ܻ及び補助

変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数のパラメータ߮及び補助

変数ܺを所与としたときの興味の対象となる変数ܻの条件付確率密度関数のパラメータ

,の組ሺ߮ߠ ሚはパラメータ߮及びߞሻであるから、まとめると、観測データ尤度のパラメータߠ

,の組ሺ߮ߠ  。ሻの関数であるߠ

ሚߞ ൌ ሻߞሚሺߞ ൌ ,ሚሺ߮ߞ  ሻߠ

このことから、観測データ尤度関数のパラメータߞሚが識別できても、欠測データメカニ

ズムのパラメータ߮及び興味の対象となるデータ生成過程のパラメータߠも識別できる

とは限らない。 

 

MAR の仮定の下では、興味の対象となる変数ܻ及び補助変数ܺを所与としたときの

観測指標ܴの条件付確率質量関数が興味の対象となる変数のうちの観測されている

変数ܻሺ௞ሻ及び補助変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数に等し

い（݂൫ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻหݎ ௜ܻ , ௜ܺ , ߮൯ ൌ ݂ቀܴ௜ ൌ ሺ௞ሻቚݎ ௜ܻ
ሺ௞ሻ, ௜ܺ , ߮ቁ）から、全データ尤度の欠測変数

ܻሺି௞ሻに関する定積分としての観測データ尤度は、興味の対象となる変数ܻ及び補助

変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数と補助変数ܺを所与とし

たときの観測されている変数ܻሺ௞ሻの条件付確率密度関数の積で表すことができる。 

݂ቀ ௜ܻ
ሺ௞ሻ, ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻቚݎ ௜ܺ , ሚቁߞ ൌ න݂൫ ௜ܻ, ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻหݎ ௜ܺ , ൯݀ߞ ௜ܻ

ሺି௞ሻ																											

ൌ ݂ቀܴ௜ ൌ ሺ௞ሻቚݎ ௜ܻ
ሺ௞ሻ, ௜ܺ , ߮ቁන݂ሺ ௜ܻ| ௜ܺ , ሻ݀ߠ ௜ܻ

ሺି௞ሻ

ൌ ݂ቀܴ௜ ൌ ሺ௞ሻቚݎ ௜ܻ
ሺ௞ሻ, ௜ܺ , ߮ቁ݂ቀ ௜ܻ

ሺ௞ሻቚ ௜ܺ , 											෨ቁߠ

 

(2-8-5) 

従って MAR の仮定の下では、観測データ尤度のパラメータߞሚは、興味の対象となる
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変数ܻ及び補助変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数のパラメ

ータ߮及び補助変数ܺを所与としたときの興味の対象となる変数 ௜ܻ
ሺ௞ሻ

の条件付確率密

度関数のパラメータߠ෨の組൫߮,  ෨൯であるߠ

ሚߞ ൌ ሚߞ ቀ߮, ሻቁߠ෨ሺߠ ൌ ቀ߮,  ሻቁߠ෨ሺߠ

このことから、パラメータߠ෨とパラメータߠが１対１対応であれば、MARの下では、観測

データ尤度関数のパラメータߞሚが識別できるということは、欠測データメカニズムのパラ

メータ߮及び興味の対象となるデータ生成過程のパラメータߠも識別できるということを

意味する。ここで、欠測データメカニズムのパラメータ߮と興味の対象となるパラメータߠ

の定義域が分離しているという条件（ሼሺ߮, ሻሽߠ ൌ ߔ ൈ が加われば、補助変数ܺを所（߆

与としたときの興味の対象となる変数 ௜ܻ
ሺ௞ሻ

の条件付確率密度関数の部分のみを目的

関数とする最尤推定によって欠測バイアスを緩和することができる。この場合は、欠測

データメカニズムをモデル化する必要がない。このことから、MAR と MCAR は「無視

可能な欠測データメカニズム（ignorable missing data mechanism）」と呼ばれる。 

 

ここで、（2-8-5）式に類似した式が MAR の仮定によらなくても導出できることに注意

を要する。観測データ尤度は、興味の対象となる変数のうちの観測されている変数

ܻሺ௞ሻ及び補助変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数と、補助変

数ܺを所与としたときの観測されている変数ܻሺ௞ሻの条件付確率密度関数との積で表さ

れる。 

݂ቀ ௜ܻ
ሺ௞ሻ, ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻቚݎ ௜ܺ , ሚቁߞ ൌ ݂ቀܴ௜ ൌ ሺ௞ሻቚݎ ௜ܻ

ሺ௞ሻ, ௜ܺ , ቁ݂ቀߦ ௜ܻ
ሺ௞ሻቚ ௜ܺ ,  ෨ቁߠ

(2-8-6) 

従って観測データ尤度関数のパラメータߞሚは、興味の対象となる変数のうちの観測さ

れている変数ܻሺ௞ሻ及び補助変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関

数のパラメータߦ及び補助変数ܺを所与としたときの観測されている変数ܻሺ௞ሻの条件付

確率密度関数のパラメータߠ෨の関数である。特に、パラメータߞሚはパラメータߦ及びߠ෨の

組൫ߦ,  。෨൯であるߠ

ሚߞ ൌ ,ߦሚ൫ߞ ෨൯ߠ ൌ ൫ߦ,  ෨൯ߠ

ここで、一般的に条件付分布݂ሺܤ|ܣሻと条件付分布݂ሺܤ|ܣ, ሻの間には関係式ܥ

݂ሺܤ|ܣሻ ൌ ,ܤ|ܣሺ݂׬ が成り立つから、興味の対象となる変数のうちの観測ܥሻ݀ܤ|ܥሻ݂ሺܥ

されている変数ܻሺ௞ሻ及び補助変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量

関数は、興味の対象となる変数ܻ及び補助変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条

件付確率質量関数と事後予測分布の積の欠測変数に関する定積分に等しい。 

݂ቀܴ௜ ൌ ሺ௞ሻቚݎ ௜ܻ
ሺ௞ሻ, ௜ܺ , ቁߦ ൌ න݂൫ܴ௜ ൌ ሺ௞ሻหݎ ௜ܻ , ௜ܺ , ߮൯݂ቀ ௜ܻ

ሺି௞ሻቚ ௜ܻ
ሺ௞ሻ, ௜ܺ , ቁ݀ߜ ௜ܻ

ሺି௞ሻ 
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また、一般的に条件付分布݂ሺܤ|ܣ, ,ܣሻと条件付分布݂ሺܥ ሻの間には関係式ܥ|ܤ

݂ሺܤ|ܣ, ሻܥ ൌ ݂ሺܣ, ሻܥ|ܤ ׬ ݂ሺܣ, ⁄ܣሻ݀ܥ|ܤ が成り立つから、事後分布のパラメータߜは補

助変数ܺを所与としたときの興味の対象となる変数ܻの条件付確率密度関数のパラメ

ータߠの関数である。 

ߜ ൌ  ሻߠሺߜ

従って、興味の対象となる変数のうちの観測されている変数ܻሺ௞ሻ及び補助変数ܺを

所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数のパラメータߦは、興味の対象とな

る変数ܻ及び補助変数ܺを所与としたときの観測指標ܴの条件付確率質量関数のパラ

メータ߮及び補助変数ܺを所与としたときの興味の対象となる変数ܻの条件付確率密

度関数のパラメータߠの関数である。 

ߦ ൌ ,ሺ߮ߦ ሻߜ ൌ ,൫߮ߦ  ሻ൯ߠሺߜ

観測データ尤度のパラメータߞሚがパラメータߦ及びߠ෨の関数であり、パラメータߦはパラ

メータ߮及びߠの関数であり、またパラメータߠ෨はパラメータߠの関数である（変数ܻሺ௞ሻの

変数ܺによる条件付分布は変数ܻの変数ܺによる条件付分布の欠測変数ܻሺି௞ሻに関す

る定積分である）ことから、観測データ尤度のパラメータߞሚはパラメータ߮及びߠの関数

である。 

ሚߞ ൌ ,ߦሚ൫ߞ ෨൯ߠ ൌ ൫ߦ, ෨൯ߠ ൌ ቀߦ൫߮, ,ሻ൯ߠሺߜ  ሻቁߠ෨ሺߠ

 

記号 定義 

௜ܻ 調査客体݅についての興味の対象となる変数ܻのベクトル 

ܴ௜ 変数 ௜ܻの観測指標ベクトル 

 ሺ௞ሻ 第݇欠測パターンを表す観測指標ベクトルの値ݎ

௜ܻ
ሺ௞ሻ 第݇欠測パターンにおける変数 ௜ܻの観測される部分 

௜ܻ
ሺି௞ሻ 第݇欠測パターンにおける変数 ௜ܻの観測されない部分 

௜ܺ 調査客体݅についての補助変数ܺのベクトル 

,全データሺܻ ߞ ܴሻの補助変数ܺによる条件付分布のパラメータ 

,ሚ 観測データ൫ܻሺ௞ሻߞ ܴ ൌ ሺ௞ሻ൯の補助変数ܺによる条件付分布のパラݎ

メータ 

߮ 観測指標ܴの変数ሺܻ, ܺሻによる条件付分布のパラメータ 

 変数ܻの変数ܺによる条件付分布のパラメータ ߠ

 ෨ 変数ܻሺ௞ሻの変数ܺによる条件付分布のパラメータߠ

観測指標ܴ ߦ ൌ ,ሺ௞ሻの変数൫ܻሺ௞ሻݎ ܺ൯による条件付分布のパラメータ 

,変数ܻሺି௞ሻの変数൫ܻሺ௞ሻ ߜ ܺ൯による条件付分布（事後予測分布）のパ

ラメータ 
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〇欠測データメカニズムと分布のモデル化の種類 

MNAR の下では、条件付確率質量関数݂ሺܴ௜| ௜ܻ, ௜ܺሻが、MCAR や MAR の場合とは

異なり、これ以上簡単な形には変形できないので、この関数を直接扱う（モデル化）す

る。完全データの同時分布ないし条件付分布の推定におけるモデル化に当たっては、

分布の分解方法に応じてモデルの種類が区別される。ベイズ公式により、完全データ

の条件付分布について次式が一般的に成り立つ。 

݂ሺ ௜ܻ, ܴ௜| ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜| ௜ܻ, ௜ܺሻ݂ሺ ௜ܻ| ௜ܺሻ ൌ ݂ሺ ௜ܻ|ܴ௜, ௜ܺሻ݂ሺܴ௜| ௜ܺሻ 

(2-8-7) 

(2-8-7)式の第１等号の表現形式に基づくモデル化は「選択モデル（selection 

model）」と呼ばれる。(2-8-7)式の第２等号の表現形式に基づくモデル化は「パターン

混合モデル（pattern mixture model）」と呼ばれる。欠測データメカニズムごとの条件は、

選択モデルにおいて直接的にモデル化に反映できることが分かる（選択モデルを構

成する条件付確率質量関数݂ሺܴ௜| ௜ܻ, ௜ܺሻの部分で欠測データメカニズムが定義されて

いるため）。パターン混合モデルにおいて欠測データメカニズムごとの条件をモデル

化に反映させる場合は、欠測データメカニズムごとの定義の同値条件（(1-9)式等）の

形式で行う。 

分布の分解をさらに一般化すると、次のとおりである。変数ܾ௜を、見えない固有効果

（unobserved fixed effect）や潜在変数（latent variable）といった、調査客体単位݅に固有

の確率変数とする。変数ܾ௜は原理的に観測することができない。ベイズ公式により、完

全データの条件付分布について次式が一般的に成り立つ。 

݂ሺ ௜ܻ, ܴ௜, ܾ௜| ௜ܺሻ ൌ ݂ሺܴ௜| ௜ܻ, ܾ௜, ௜ܺሻ݂ሺ ௜ܻ|ܾ௜, ௜ܺሻ݂ሺܾ௜| ௜ܺሻ

ൌ ݂ሺ ௜ܻ|ܴ௜, ܾ௜, ௜ܺሻ݂ሺܴ௜|ܾ௜, ௜ܺሻ݂ሺܾ௜| ௜ܺሻ 

(2-8-8) 

(2-8-8)式は、調査客体単位݅についての目的となる変数 ௜ܻ、観測指標ܴ௜及び調査

客体単位݅に固有の確率変数ܾ௜の補助変数 ௜ܺによる条件付分布݂ሺ ௜ܻ, ܴ௜, ܾ௜| ௜ܺሻが２通

りに分解できることを表している。(2-8-8)式において、調査客体単位݅に固有の確率変

数ܾ௜を定数としたとき、第１等号は選択モデル、第２等号はパターン混合モデルである。

また、調査客体単位݅に固有の確率変数ܾ௜が条件 ௜ܻ ٣ ܴ௜|ܾ௜, ௜ܺを満たすものであれば、

第１等号と第２等号は同じ表現形式となり、「パラメータ共有モデル（shared parameter 

model）」と呼ばれる。 

 

〇Heckman の選択モデルの詳細 

興味の対象となる変数 ௜ܻ、観測指標ܴ௜、補助変数ሺ ௜ܺ, ܼ௜ሻに対して、Heckman の選

択モデルは次式で表される。 
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ە
۔

ۓ ௜ܻ ൌ ௜ܺ
ᇱߚ ൅ ௜ߝ

ܴ௜ ൌ 1ሾܼ௜
ᇱߛ ൅ ௜ߦ ൐ 0ሿ

ቀ
௜ߝ
௜ߦ
ቁ ~ܰ ൤ቀ0

0
ቁ , ൬

ଶߪ ߪߩ
ߪߩ 1

൰൨
 

(2-8-9) 

上記モデル(2-8-9)の第１式は、興味の対象となる変数 ௜ܻの補助変数 ௜ܺへの回帰モ

デルである。回帰の部分は、補助変数 ௜ܺで条件付けたときの変数 ௜ܻの条件付期待値

ሺܧ ௜ܻ| ௜ܺሻを興味の対象として、条件付期待値ܧሺ ௜ܻ| ௜ܺሻの線形近似ܧሺ ௜ܻ| ௜ܺሻ ൎ ௜ܺ
ᇱߚと解

釈することもできる。政府統計では、属性別の平均値が推定対象となることがよくある

が、その場合補助変数としては属性ダミーを用いればよい。全体の平均値が推定対

象であれば、補助変数は定数項のみとすればよい。 

モデル(2-8-9)の第２式は、欠測データメカニズムのモデルの本体部分である。右辺

は指標関数1ሾ∙ሿであり、カギ括弧内の条件が真であれば値 1 をとる２値変数である。つ

まり、条件ܼ௜
ᇱߛ ൅ ௜ߦ ൐ 0が成り立てば観測指標ܴ௜ ൌ 1であり（変数 ௜ܻは観測される）、条

件ܼ௜
ᇱߛ ൅ ௜ߦ ൑ 0が成り立てば観測指標ܴ௜ ൌ 0である（変数 ௜ܻは観測されない）。このモ

デルでは、変数ܼ௜
ᇱߛ ൅ ௜の値がある閾値（一般性を失わずに０とされる）を超えるか超ߦ

えないかで、観測されるか欠測となるかが決まっていると仮定されている。変数ܼ௜
ᇱߛ ൅

௜は２つの部分から構成されており、第１項ܼ௜ߦ
ᇱߛは補助変数ܼ௜の線形関数であり、補助

変数ܼ௜は観測の成否に関連しそうな変数である。パラメータߛは。欠測データメカニズ

ムのパラメータ（第 2.7 節(2-8-3)式のパラメータ߮に相当）であり、当然観測されないが、

識別される限りにおいて推定される（このモデルでは識別される）。第２項ߦ௜は、欠測デ

ータメカニズムの誤差項であり、誰にも観測されない。 

モデル(2-8-9)の第３式は、興味の対象となる変数 ௜ܻの回帰モデルにおける誤差項ߝ௜
と、欠測データメカニズムの誤差項ߦ௜の同時分布である。欠測データメカニズムの誤差

項ߦ௜の分散は、一般性を失うことなく値 1 に基準化される。誤差項ߝ௜と誤差項ߦ௜の相関

係数ߩが０であれば、興味の対象となる変数 ௜ܻが観測されるか否かは変数 ௜ܻ自体の値

に依存しない。相関係数ߩが０とは異なる値であれば、興味の対象となる変数 ௜ܻが観測

されるか否かは変数 ௜ܻ自体の値に依存する。特に、相関係数ߩが正（負）であれば変

数 ௜ܻは小さい（大きい）値のときに欠測となりやすい。このモデルでは、欠測データメカ

ニズムが、MAR であることを条件ߩ ൌ 0によって、MNAR であることを条件ߩ ് 0によっ

てそれぞれ表している。ここで注意すべき点は、相関係数ߩが有意に０と異なるかを検

定することによって欠測データメカニズムが MNAR であるか MAR であるかを検証で

きるのは、モデル(2-8-9)が正しい限りにおいてである。第 1.3 節で強調したとおり、一

般的には欠測データメカニズムをデータから検証することはできない。モデル(2-8-9)

の第３式に関して最後に、誤差項の正規性が比較的強い仮定である点にも注意すべ

きである。 
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〇離散変量の選択モデル 

調査客体ごとの離散変量の値を２時点分収集する統計調査を考える。調査客体単

位݅の第１時点及び第２時点の当該離散変数をそれぞれ順に ଵܻ௜及び ଶܻ௜とする。当該

離散変量が取り得る値はܬ種類あるものとし、値を整数1,⋯ , 、で表す。単純化のためܬ

第１時点の当該離散変量 ଵܻ௜の値はすべての調査客体について観測され、第２時点の

当該離散変量 ଶܻ௜に欠測が発生するものとする。 

２時点分とも当該変量の値が観測された調査客体の数を݊ோとする。それらのなかで、

値ሺ ଵܻ ൌ ,ଵݕ ଶܻ ൌ ଶሻであるものの数を݊௬భ௬మとし、値ݕ ଵܻ ൌ ଵであるものの数を݊௬భ,ାとすݕ

る。݊௬భ,ା ≡ ∑ ݊௬భ௬మ௬మ である。第２時点の当該変量 ଶܻ௜の値が観測されなかった調査客

体の数を݊ெとする。それらのなかで、値ሺ ଵܻ ൌ ,ଵݕ ଶܻ ൌ ଶሻであるものの数をݕ ෥݉௬భ௬మとし、

値 ଵܻ ൌ ଵであるものの数を݉௬భ,ାとする。݉௬భ,ାݕ ≡ ∑ ෥݉௬భ௬మ௬మ である。当然ながら、

෥݉௬భ௬మの値は分析者に知られていない。以上をまとめると、下表のように示すことができ

る。背景淡灰色の部分は、値を知ることができないことを表している。 

 

 ଶܻ 
Total

ଶܻ 
Dropouts 

⋯ 1 ܬ ⋯ 1   ܬ

ଵܻ 

1 ݊ଵଵ ⋯ ݊ଵ௃ ݊ଵ,ା ෥݉ଵଵ ⋯ ෥݉ଵ௃ ݉ଵ,ା 

⋮ ⋮  ⋮ ⋮ ⋮  ⋮ ⋮ 

௃ଵ ⋯ ݊௃௃݊ ܬ ݊௃,ା ෥݉௃ଵ ⋯ ෥݉௃௃ ݉௃,ା 

Total    ݊ோ    ݊ெ 

 

完全データが値ሺ ଵܻ ൌ ,ଵݕ ଶܻ ൌ  。ଶሻである場合の条件付観測確率を߮௬భ௬మとするݕ

߮௬భ௬మ ≡ ܲሺܴ௜ ൌ 1| ଵܻ ൌ ,ଵݕ ଶܻ ൌ  ଶሻݕ

(2-8-10) 

完全データの同時分布のパラメータを次式のとおりに定義する。 

ቊ
௬భߨ ≡ ܲሺ ଵܻ ൌ ଵሻݕ

௬మ|௬భߨ ≡ ܲሺ ଶܻ ൌ |ଶݕ ଵܻ ൌ ଵሻݕ
 

 (2-8-11) 

第２時点の当該変量 ଶܻ௜の値が観測された調査客体の部分標本をܵ௥とし、第２時点

の当該変量 ଶܻ௜の値が観測されなかった調査客体の部分標本をܵ௠と観測データ尤度ܮ

は次式で与えられる。 

ln ܮ ൌ෍ ൫lnߨ௬భ೔ ൅ ln ௬మ೔|௬భ೔ߨ ൅ ln߮௬భ௬మ൯
௜∈ௌೝ

൅෍ ቆlnߨ௬భ೔ ൅ ln෍ ௬మ೔|௬భ೔൫1ߨ െ ߮௬భ௬మ൯
௬మ

ቇ
௜∈ௌ೘

 



 

98 
 

3. 感度分析 

 

第 2.2～2.6 節で、欠測を含むデータの統計的処理方法として、単一代入法、キャリ

ブレーション推定法、IPW 法、多重代入法、及び尤度法を説明した。これらの手法の

適性を決める諸条件のうち最も重要なものは、欠測データメカニズムである。MAR の

条件下では、適切な補助変数の利用によって欠測バイアスが緩和される。単一代入

法、キャリブレーション推定法、IPW 法、及び多重代入法は、MAR の下で、補助変数

の利用により欠測バイアスを緩和する手法である。他方、MNAR の条件下では、補助

変数の利用だけでなく、欠測データメカニズムのモデル化によって欠測バイアスの緩

和を図る。欠測データメカニズムを明示的に（選択モデル）、あるいは非明示的に（パ

ターン混合モデル）モデル化し、モデルから導かれる観測データ尤度により最尤推定

を行う方法が、不完全データ分析手法としての尤度法である。 

第 1.3 節で述べたとおり、手法ごとの適性を決める条件である欠測データメカニズム

は、分析者が手にしている不完全データからは検証不可能である。換言すれば、手法

ごとの推定結果から導かれる結論は、検証不可能な前提に基づいている。そこで、検

証不可能な前提条件を変化させたときに、推定結果がどのように変化するかを確認す

る作業が必要になる。この作業は、「感度分析」と呼ばれる。感度分析によって、前提

条件を常識的な範囲で変化させても推定結果に大きな変化が生じなければ、頑健な

結論を導くことができる。あるいは逆に、推定結果に大きな変化をもたらさないような前

提条件の領域を特定することで、導かれる結論の頑健性の程度を知ることができる。 

感度分析は明確に定義される概念ではない（※たとえば、季節調整法「X-12-

ARIMA」の事後診断における安定性分析も、時系列末端で中心化移動平均を算出

するために必要な時系列値を欠測値とみなせば、広義の感度分析と考えることができ

る）が、典型的な感度分析では、MAR を特殊形として含む MNAR モデルに基づいて、

MAR 及び MNAR のそれぞれを前提条件とした推定結果を比較する。選択モデルに

よる感度分析の具体例を次に示す。 

 

例１．選択モデルによる感度分析の例 

調査項目として、来期に景気はよくなると思うかを、「はい」か「いいえ」で回答しても

らう調査を、1 千人の調査客体から成る同じ標本で２時点にわたって実施する。調査客

体݅の第１時点における回答 ଵܻ௜及び第２時点における回答 ଶܻ௜は２値変数で、「はい」の

場合は値１、「いいえ」の場合は値０をとる。単純化のため、第１時点はすべての調査

客体が回答し、第２時点では脱落が生じ一部の調査客体が無回答であるとする。観測

指標は、２値変数ܴ௜によって定義される。第２時点の回答が得られていれば観測指標

の値は１（ܴ௜ ൌ 1）であり、第２時点の回答が得られていなければ観測指標の値は０
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（ܴ௜ ൌ 0）である。調査の結果、表３－１に示した通りの不完全データが得られたとす

る。 

 

表３－１ 不完全データ 

  ２時点とも回答（ܴ ൌ 1） 脱落（ܴ ൌ 0） 計 

  第２時点   

______  はい いいえ   

第
１

時
点

 

はい 50 150 350 550

いいえ 200 200 50 450

計 250 350 400 1000

 

この標本調査の目的は、来期景気見通しをよしとする経済主体の割合を推定するこ

とである。第１時点は欠測が生じていないから、標本設計が正しい限り、来期景気見通

しをよしとする経済主体の割合を偏りなく推定できる。第２時点は欠測が生じているた

め、推定に欠測バイアスが伴う可能性がある。ここでは、第２時点における来期景気見

通しをよしとする経済主体の割合を、選択モデルを用いて推定する。 

選択モデルの選択方程式を、次式の通りロジットモデルで定式化する。 

ln
ܲ൫ܴ ൌ 1ห ଵܻ, 	 ଶܻ൯

1 െ ܲ൫ܴ ൌ 1ห ଵܻ, 	 ଶܻ൯
ൌ ߮଴ ൅ ߮ଵ ଵܻ ൅ ߮ଶ ଶܻ 

対数尤度は次式の通りである。 

ln ܮ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
෍ۓ ݊௬భ௬మ ቆln ௬భ௬మߨ ൅ ln

ሺ߮଴݌ݔ݁ ൅ ߮ଵݕଵ ൅ ߮ଶݕଶሻ
1 ൅ ሺ߮଴݌ݔ݁ ൅ ߮ଵݕଵ ൅ ߮ଶݕଶሻ

ቇ
൫௬భ,	௬మ൯

൅෍ ݉௬భା ln ቆ෍ ௬భ௬మߨ
1

1 ൅ ሺ߮଴݌ݔ݁ ൅ ߮ଵݕଵ ൅ ߮ଶݕଶሻ௬మ
ቇ

௬భ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 

ただし、݊௬భ௬మはሺ ଵܻ௜ ൌ ,ଵݕ ଶܻ௜ ൌ ଶሻとなる調査客体の数、݉௬భାはሺݕ ଵܻ௜ ൌ ,ଵݕ ଶܻ௜ ൌ

.ܣܰ ሻとなる調査客体の数である。このモデルでは、パラメータ߮ଶの値が０であれば欠

測データメカニズムは MAR となり、０でなければ MNAR となる。従って、欠測データメ

カニズムが MAR と MNAR のいずれであるかという検証不可能な条件に、推定結果が

どのように依存しているかを確認するためには、パラメータ߮ଶの値を０近傍で変化させ、

それぞれの値に対する推定結果を比較すればよい。 

図３－２は、パラメータ߮ଶの値を０近傍で変化させ、それぞれの値に対する推定結

果を示したものである。パラメータ߮ଶの値を-2 から 2 までの範囲で変化させている。こ

れはオッズ比で倍率 0.14～7.4 の範囲に相当する。第２時点において来期の景気見

通しをよいとする経済主体の割合ܲሺ ଶܻ ൌ 1ሻを実線で連結された記号×で表す。また、

推定目標である第２時点の来期景気見通しをよいとする経済主体の割合につい
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て、母集団特性値の完全ケース分析による推定値（図の凡例では系列 ஼ܲ）を点線

で示す。パラメータ߮ଶの値が０である場合の推定値は、完全ケース分析の結果と一致

する。欠測データメカニズムを無視した場合、第２時点の来期景気見通しをよしとする

経済主体の割合の推定値は、中央の破線が示す値 0.36 である。この値が、欠測デー

タメカニズムの条件を変えたときにどれほど変わり得るかを、感度分析によって確認で

きる。 

 

図３－２ ２時点にわたる２値変数データに関する感度分析の例 

 

 

パラメータ߮ଶの値を-2 から 2 まで変化させたときに、第２時点において来期の景気

見通しをよいとする経済主体の割合ܲሺ ଶܻ ൌ 1ሻは、0.54 から 0.27 までの範囲を動き、頑

健な結論は得られない。パラメータ߮ଶの値が小さいと、第２時点に来期の景気見通し

をよしとする人ほど脱落しやすいというモデルになるので、脱落した 400 人のなかで第

２時点の来期景気見通しをよしとする人の割合が大きく予測される。逆に、パラメータ

߮ଶの値が大きいと、第２時点に来期の景気見通しをよしとしない人ほど脱落しやすいと

いうモデルになるので、脱落した 400 人のなかで第２時点の来期景気見通しをよしとす

る人の割合が小さく予測される。このため、第２時点において来期の景気見通しをよい

とする経済主体の割合は、パラメータ߮ଶの値に対して右下がりの曲線を描く。 

第２時点において来期の景気見通しをよいとする経済主体の割合ܲሺ ଶܻ ൌ 1ሻは、第

１時点において来期の景気見通しをよくないとした経済主体のうち、第２時点の来期景

気見通しをよいとする経済主体の割合ܲሺ ଶܻ ൌ 1| ଵܻ ൌ 0ሻと、第１時点において来期の

景気見通しをよいとした経済主体のうち、第２時点の来期景気見通しもよいとする経済
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主体の割合ܲሺ ଶܻ ൌ 1| ଵܻ ൌ 1ሻとの加重平均である。図３－２では、第１時点において来

期の景気見通しをよくないとした経済主体のうち、第２時点の来期景気見通しをよいと

する経済主体の割合ܲሺ ଶܻ ൌ 1| ଵܻ ൌ 0ሻを記号△、第１時点において来期の景気見通

しをよいとした経済主体のうち、第２時点の来期景気見通しもよいとする経済主体の割

合ܲሺ ଶܻ ൌ 1| ଵܻ ൌ 1ሻを記号□で、それぞれ表す。分析の結果によると、パラメータ߮ଶの

値を-2 から 2 まで変化させたときに、第１時点において来期の景気見通しをよくないと

した経済主体のうち、第２時点の来期景気見通しをよいとする経済主体の割合

ܲሺ ଶܻ ൌ 1| ଵܻ ൌ 0ሻは、0.54 から 0.46 までの範囲を動き、比較的頑健である。他方、第１

時点において来期の景気見通しをよいとした経済主体のうち、第２時点の来期景気見

通しもよいとする経済主体の割合ܲሺ ଶܻ ൌ 1| ଵܻ ൌ 1ሻは、0.54 から 0.12 までの範囲を動

き、頑健ではない。これは、第１時点において来期の景気見通しをよくないとした経済

主体 450 人のうち、脱落した者は 50 人であるのに対して、第１時点において来期の景

気見通しをよいとした経済主体 550 人のうち脱落した者は 350 人にものぼり、両者の

部分標本で欠測率が大きく異なることによる。当然ながら、欠測率が低いほど、感度分

析の結果は頑健となる。 

第２時点の来期景気見通しをよしとする人の割合は、欠測データメカニズムを無視

した推定の結果によると 0.36 であるが、MNAR の可能性を考慮すると値が大きく変わ

る。通常の統計調査では 0.36 という推定値しか公表されないが、実はこの推定結果は

欠測データメカニズムに関する仮定に強く依存していることが、感度分析から明らかと

なる。 

 

例２．パターン混合モデルによる感度分析の例 

興味の対象となる変数を調査客体の身長ܪ及び体重ܹとする。身長にも体重にも

欠測が生じ得るとする（項目単位の欠測）。身長の観測指標ܴுと体重の観測指標ܴௐ
の値を与件としたときの身長と体重の条件付同時分布を特定化することで、パターン

混合モデルが得られる。ここでは、欠測パターンごとの身長と体重の同時分布として正

規分布を仮定する。 

ቀܪ
ܹ
ቁቚ ൬

ܴு ൌ ுݎ
ܴௐ ൌ ௐݎ

൰~ܰቌቀ
ுሺ௥ಹ,௥ೈሻߤ
ௐሺ௥ಹ,௥ೈሻߤ

ቁ , ቆ
ுሺ௥ಹ,௥ೈሻߪ
ଶ ுௐሺ௥ಹ,௥ೈሻߪ

ுௐሺ௥ಹ,௥ೈሻߪ ௐሺ௥ಹ,௥ೈሻߪ
ଶ ቇቍ 

このパターン混合モデルでは、未知のパラメータの数は 5×4＝20 である（欠測パター

ンごとの平均値ベクトル及び分散共分散行列の要素数＝5、欠測パターン数＝4）。し

かし、識別可能なパラメータの数は 5＋2＋2＋0＝9 である（身長と体重の両方が観測

される第１欠測パターンでは５つのパラメータ（ߤுሺଵ,ଵሻ，ߤௐሺଵ,ଵሻ，ߪுሺଵ,ଵሻ
ଶ ௐሺଵ,ଵሻߪ，

ଶ ，

，ுሺଵ,଴ሻߤ）ுௐሺଵ,ଵሻ）、身長のみが観測される第２欠測パターンでは２つのパラメータߪ

ுሺଵ,଴ሻߪ
ଶ ）、体重のみが観測される第３欠測パターンでは２つのパラメータ（ߤௐሺ଴,ଵሻ，
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ௐሺ଴,ଵሻߪ
ଶ ）が識別され、身長と体重の両方が観測されない欠測パターンでは識別される

パラメータはない）。 

パターン混合モデルでは、過小識別への対処として、モデルに制約を課す。たとえ

ば、分散共分散行列は欠測パターンによらず同一であるという制約により、パラメータ

の数は 20 から 11 に減る。これら 11 のうち識別可能なパラメータの数は 7 である。分

散共分散が欠測パターンごとに同一であるとする制約は、強い条件ではあるものの、

欠測データメカニズムが MNAR であることを妨げるものではない。さらに、平均値パラ

メータに関して制約条件ߨுሺ଴,଴ሻ ൌ ௐሺ଴,଴ሻߨுሺ଴,ଵሻ及びߨ ൌ ௐሺଵ,଴ሻを課す。これは、先のߨ

分散共分散同一制約とともに、４つある欠測パターンを実質的に身長と体重のそれぞ

れについて２つずつの欠測パターンに縮約する役割を果たす。この制約を追加するこ

とで、未知のパラメータの数は 9 となる。これら 9 のうち識別可能なものは 7 である。パ

ターン混合モデルでは、識別のための制約条件を適当に組み替えて、制約条件の組

合せごとに推定結果を比較することで、感度分析が行われる。 

 

例３．欠測率の仮説検定に対する感度分析 

第 1 節に示した母集団平均の推定における欠測バイアスの例にもとづいて、パター

ン混合モデルによる感度分析のごく簡単な例を示す。母集団の中で、調査対象に選

ばれた場合には必ず回答する者と必ず回答しない者があらかじめ決まっているとする

（これを「無回答に対する決定論的な見方（deterministic view of nonresponse）」という）。

これらの集合を、それぞれ回答者母集団、無回答者母集団と呼ぶことにする。回答者

母集団の母集団全体に占める割合をߨோとし、無回答者母集団の母集団全体に占める

割合をߨேとする。定義上ߨோ ൅ ேߨ ൌ 1である。興味の対象となる変数の母集団平均を

、ேとする。定義からߤோとし、無回答者母集団の平均をߤとし、回答者母集団の平均をߤ

ߤ ൌ ோߤோߨ ൅ ேߤேߨ ൌ ሺ1 െ ோߤேሻߨ ൅ ேである。ここで、統計調査実施主体の分析ߤேߨ

者が、楽観的に MCAR を仮定して完全ケース分析により母集団平均ߤに関する次式

の仮説検定を行うとする。 

൜
:଴ܪ ߤ ൌ ଴ߤ
:ଵܪ ߤ ് ଴ߤ

 

(3-1) 

完全ケース分析の標本平均̂ߤூ௡௖௢௠௣についてはܧ൫̂ߤூ௡௖௢௠௣൯ ൌ ோであるから、分析ߤ

者の意図する仮説検定(3-1)に反して、実際は次式の仮説検定における帰無仮説モ

デルに直面していることになる。 

൜
଴ܪ
ᇱ : ோߤ ൌ ଴ߤ

ଵܪ
ᇱ: ோߤ ് ଴ߤ

 

(3-2) 

ここで、分析者の意図する仮説検定(3-2)を同値変形して次式を得る。 
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൞
:଴ܪ ோߤ ൌ

଴ߤ െ ேߤேߨ
1 െ ேߨ

:ଵܪ ோߤ ്
଴ߤ െ ேߤேߨ
1 െ ேߨ

 

(3-3) 

分析者は、実際にはܪ଴
ᇱモデルに基づいているのに、帰無仮説ܪ଴を検定しているつ

もりになっている。このときに、帰無仮説ܪ଴を本当は棄却すべきでないのに、分析者が

棄却と判断する確率ߚ、及び帰無仮説ܪ଴を本当は棄却すべきなのに、分析者が棄却

せずと判断する確率ߛを示したのが図３－３である（※ߚ及びߛは、それぞれ「第１種の

過誤の確率」及び「第２種の過誤の確率」のように聞こえるがそうではない点に注意せ

よ。）。 

 

図３－３ 検定の欠測率に対する感度分析の概要 

 
 

図３－３に示す通り、意図した帰無仮説ܪ଴の下で標本平均̂ߤூ௡௖௢௠௣の従う分布（図の

確率密度関数曲線ܪ଴）は、意図されない帰無仮説ܪ଴
ᇱの下で標本平均̂ߤூ௡௖௢௠௣の従う

分布（図の確率密度関数曲線ܪ଴
ᇱ）を横軸方向にߨேሺߤ଴ െ ேሻߤ ሺ1 െ ⁄ேሻߨ だけ平行移動

したものに等しい。帰無仮説ܪ଴及びܪ଴
ᇱの下での標本平均̂ߤூ௡௖௢௠௣の分布関数を、それ

ぞれܨுబ及びܨுబᇲと表す。仮説検定の有意水準をߙとしたとき、推定値̂ߤூ௡௖௢௠௣の値が２

つの点ܨுబᇱ
ିଵሺ1 െ ߙ 2⁄ ሻとܨுబ

ିଵሺ1 െ ߙ 2⁄ ሻに挟まれた区間に生じた場合、分析者は帰無

仮説ܪ଴を棄却すべきでないのに棄却と判断する（ただしܨுబ
ିଵ及びܨுబᇱ

ିଵは、それぞれ順

に確率分布関数ܨுబ及びܨுబᇱの逆関数である）。したがって、図３－３の右方に斜線で

示した領域の面積が、棄却すべきでないのに棄却と判断する確率ߚに等しい。同様に、

推定値̂ߤூ௡௖௢௠௣の値が２つの点ܨுబᇱ
ିଵሺߙ 2⁄ ሻとܨுబ

ିଵሺߙ 2⁄ ሻに挟まれた区間に生じた場合、

′଴ܪ ଴ܪ

ேߨ
ோߨ

଴ߤ െ ேߤ

ூ௡௖௢௠௣ߤ̂

଴ߤ ଴ߤ െ ேߤேߨ
ோߨ

ுబᇱܨ
ିଵ 1 െ ߙ ுబᇱܨ⁄2

ିଵ ߙ 2⁄

ுబܨ
ିଵ 1 െ ߙ ுబܨ⁄2

ିଵ ߙ 2⁄
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分析者は帰無仮説ܪ଴を棄却すべきであるのに棄却せずと判断する。したがって、図３

－３の左方に点描で示した領域の面積が、棄却すべきなのに棄却せずと判断する確

率ߛに等しい。ߚとߛは次式で与えられる。 

ߚ ൌ 1 െ
ߙ
2
െ ுబܨ ቆܨுబᇱ

ିଵ ቀ1 െ
ߙ
2
ቁቇ ൌ 1 െ

ߙ
2
െ ுబܨ ቀܨ

ିଵ ቀ1 െ ߙ
2 ቚߤ଴ቁ ቚ

଴ߤ െ ௡ߤ௡ߨ
1 െ ௡ߨ

ቁ 

(3-4) 

ߛ ൌ
ߙ
2
െ ுబܨ ቆܨுబᇱ

ିଵ ቀ
ߙ
2
ቁቇ ൌ

ߙ
2
െ ுబܨ ቀܨ

ିଵ ቀ2ߙ ቚߤ଴ቁ ቚ
଴ߤ െ ௡ߤ௡ߨ
1 െ ௡ߨ

ቁ 

(3-5) 

分布関数ܨを正規分布、検定の有意水準ߙを 10%とした場合の感度分析の結果を、

図３－４に示す。一般性を失わずに、ߤ଴ ൌ 0としている。図３－４のグラフは、パラメー

タߤ௡の値をߪ, ⋯,ߪ2 , 値ߛ値及びߚの範囲で動かしたときの、欠測率の関数としてのߪ5

をパラメータߤ௡の値ごとに示している。 

興味の対象となる変数が、先験的に正規性を有することが分かっており、また、回答

群と無回答群で平均の差が常識的に、たとえば 2 標準偏差以上異なることは考えにく

い場合に、不完全データで有意水準 10%の平均値の検定を行うことを考える。この場

合、図３－４によると、欠測率が 4%以下であれば、棄却すべきでないのに棄却と判断

する確率ߚは 1%以下に抑えられ、また、欠測率が 5%以下であれば、棄却すべきなの

に棄却せずと判断する確率ߛは 1%以下に抑えられることが分かる。 

 

図３－４ 検定の欠測率に対する感度分析 
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4. 機械受注統計調査データを用いた分析 

 

本節では、第２節で紹介した各手法を内閣府の「機械受注統計調査」のデータへ適

用する。機械受注統計調査は、「機械等製造業者の受注した設備用機械類について、

毎月の受注実績を調査したものであり、調査対象は主要機械等製造業者、調査時点

は毎月月末である」（内閣府『機械受注統計調査報告』より）。1987 年 4 月実績以降、

調査対象企業数は 280 社となっている。主要な調査項目には、発注部門別、受注機

種別の受注額がある。 

2006 年 4 月から 2014 年 3 月までの期間を分析対象期間とする。この期間の無回

答発生状況は、無回答が生じた場合でも 1～3 社にとどまる月が多く、無回答率は概し

て低い。機械受注統計調査では、無回答への対応として LOCF を用いている。 

機械受注統計調査の調査項目である「受注額合計」を、興味の対象とする。当該統

計調査はパネルデータであることから、前回調査以前のデータが補助変数として利用

できる。前回調査の発注者の経済部門（「製造業」、「非製造業」、「官公需」、「外需」

等）及び受注機種（「原動機」、「重電機」、「電子・通信機械」、「産業機械」等）、前回

調査以前の「受注額合計」の調査客体ごと平均値及び変動係数を、前回調査以前の

データからの補助変数として用いる。このほか、調査客体企業の所在都道府県も補助

変数として利用可能である。 

LOCF、層化平均値代入法、層別合計伸び率による代入、回帰代入法、確率的回

帰代入法、最近傍マッチング代入法、傾向スコアマッチング代入法、IPW 法、多重代

入法、及び Heckman の選択モデルによる尤度法を機械受注統計調査に適用する。こ

のうち「層別合計伸び率による代入」以外は、第 2 節で説明した。「層別合計伸び率に

よる代入」は、まずデータを補助変数によって層化し、前月調査も受注額が観測され

ている調査客体に限って層ごとに前月及び当月調査の受注額総計を求める。そして

両者の値から算出される層別受注額総計の伸び率を、各層に含まれる当月無回答企

業の前月値に乗じた値を、当月受注額の代入値とする。これは、個別企業の受注額

伸び率という変数について、層ごとの加重平均値を代入値としているので、層化平均

値代入法の亜種である。回帰代入法、確率的回帰代入法、多重代入法、及び選択モ

デルによる尤度法については、受注額の対数値に処理を適用した。各手法の詳細は

表４－０の通りである。 

 

表４－０ 機械受注統計調査に適用した各処理法の詳細 

層化平均値代入法： 

前回調査以前の「受注額合計」の調査客体ごと平均値及び変動係数のそれぞれについて４分位に

分割し、合計１６層に層化。各層で観測値の平均値を代入。 
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層別合計伸び率による代入： 

前回調査以前の「受注額合計」の調査客体ごと平均値及び変動係数のそれぞれについて４分位に

分割し、合計１６層に層化。各層で前月及び当月で受注額を回答している調査客体にそれぞれの月

の限り受注額総計を求め、その伸び率を当月無回答客体の前月値に乗じた値を代入値とする。 

回帰代入法・確率的回帰代入法： 

前回調査の発注者の経済部門ダミー及び受注機種ダミー、前回調査以前の「受注額合計」の調査

客体ごと平均値及び変動係数を補助変数とする回帰モデル。 

最近傍マッチング代入法： 

前回調査の発注者の経済部門ダミー及び受注機種ダミー、前回調査以前の「受注額合計」の調査

客体ごと平均値及び変動係数を補助変数とし、マハラノビス距離による１対１マッチング。 

傾向スコアマッチング代入法： 

次式の２項ロジットモデルにより回答傾向スコアを推定し、その推定値に関して最近傍マッチング代

入法を実行。 

logit
回答傾向スコア

௜௧

1 െ回答傾向スコア
௜௧

ൌ ′ߚ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

൫受注額 within 平均൯
௜,௧ିଵ

൫受注額 within 変動係数൯
௜,௧ିଵ

൫発注部門ダミー൯
௜,௧

൫受注機種ダミー൯
௜,௧

൫所在都道府県ダミー൯
௜

൫調査月ダミー൯
௧ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

 

IPW 法： 

上記傾向スコアマッチング代入法における回答傾向スコアの逆数をウェイトとする。 

多重代入法： 

１． 回帰モデル൫受注額൯
௜௧
ቚ൫補助変数൯

௜௧
~ܰ ቀߚ′൫補助変数൯

௜௧
, ଶቁを完全ケース分析により推定しߪ

推定値ߚመ及びߪොଶを得る。 

２． 以下の乱数を得る。 

෤ଶߪ ൌ
ොଶ൫完全ケースの数െパラメータの数൯ߪ

自由度൫完全ケースの数െパラメータの数൯の߯ଶ分布から発生させた乱数
 

,መߚ෤ଶ~ܰ൫ߪ|෨ߚ  ෤ଶሺܺை′ܺைሻିଵ൯ߪ

ただし、ܺைは完全ケースの補助変数データ行列 

３． 以下の乱数を代入値とする。 

൫受注額൯
௜௧
~ܰ൫ܺெߚ෨,  ൯ܫ෤ଶߪ

ただし、ܺெは欠測が生じたレコードの補助変数データ行列 

４． ２と３のステップを１０回繰り返し、１０個の疑似完全データを作成する。 
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ただし、൫補助変数൯
௜௧
ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

൫受注額 within 平均൯
௜,௧ିଵ

൫受注額 within 変動係数൯
௜,௧ିଵ

൫発注部門ダミー൯
௜,௧

൫受注機種ダミー൯
௜,௧

൫所在都道府県ダミー൯
௜ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

 

選択モデルによる尤度法： 

下記の選択モデルを最尤推定し、調査時点毎に受注額 between 平均の推定値̂ߤ௧に調査対象企業

数を乗じた値を受注額総計の推定値߬̂௧とする。 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ൫受注額൯

௜௧
ൌ ൫受注額 between 平均ߤ൯

௧
൅ ൫誤差項ߝ൯

௜௧

൫観測指標൯
௜௧
ൌ 1

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

′ߛ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

൫受注額 within 平均൯
௜,௧ିଵ

൫受注額 within 変動係数൯
௜,௧ିଵ

൫発注部門ダミー൯
௜,௧

൫受注機種ダミー൯
௜,௧

൫所在都道府県ダミー൯
௜ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

൅ ൫誤差項ߟ൯
௜௧

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ቀ
ߝ
ቁ~ܰቆቀߟ

0
0
ቁ , ൬ ଵߪ

ଶ ଵߪߩ
ଵߪߩ 1

൰ቇ

 

 

 

手法ごとの推定結果を図４－１に示す。手法ごとに調査客体約 280 社の受注額総

計の推定値が得られるが、実際には無回答率が小さい（0～3%）ことから、手法間で推

定値に大きな差は出ない。そこで、手法ごとの推定値の代わりに、図４－１では、手法

ごとの「補完率」を示す。補完率は次式で定義される。 

補完率 ൌ
推定値 െ観測値総計

観測値総計
 

図４－１上段左端のグラフは LOCF、層化平均値代入法、及び層別合計伸び率によ

る代入について、同上段中央のグラフは回帰代入法、確率的回帰代入法、最近傍マ

ッチング代入法、及び傾向スコアマッチング代入法について、同上段右端のグラフは

IPW 法、及び多重代入法について、同下段のグラフは選択モデルについて、補完率

の時系列を示している。すべての手法の結果を１つのグラフに表示すると、判別できな

くなるので、このように分けて示している。補完率の値が 0 の月は、全ての調査対象企

業が回答した月である。選択モデル以外の手法では、多くの月で補完率が 0.1％未満

であり、高い月でも 1～数％である点が共通している。選択モデルは、他の手法と比べ

て独自性の強い結果である。選択モデルは、尤度法であり文字通り代入しているわけ

ではないので、推定結果が示す負値の「補完率」は、負の代入値を意味するものでは
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ない。選択モデルから推定される受注額総計が観測値合計を下回っている。選択方

程式の推定結果（本報告書では提示していない）によると、モデルが正しい限りにおい

て回答確率と受注額との間にわずかながら正の相関がある（受注額を対数変換して、

推定目標の方程式の誤差項と選択方程式の誤差項の相関係数パラメータの値はߩො ൌ

0.09である。ただし有意ではない）。つまり、無回答企業の受注額は比較的に小さいと

の推定が働いているので、全体の平均値は押し下げられ、総額の推定値も押し下げら

れる。（注：機械受注統計調査の場合、推定目標は総計であるため、選択モデルによ

る尤度法の適用においては２通りの考え方がある。第１は、推定方程式のパラメータと

しての平均の推定値に調査客体数を乗じる方法である。第２は、推定された選択モデ

ルの理論値を欠測値に代入する方法である。尤度法の本来の考え方からは、第１の

方法が適当である。） 

 

次に、機械受注統計調査の観測データを完全データとみなして、そのデータに欠

測を確率的に発生させることで、上記各手法のパフォーマンスを比較するシミュレーシ

ョンを行う。欠測を発生させるモデルは、MNAR と MAR の２通りを用いる。MNAR の

モデルとしては、企業݅が回答する確率を企業݅の受注額と企業݅の所在地に依存させ、

MAR のモデルとしては、企業݅が回答する確率を企業݅の所在地のみに依存させる。

また、それぞれの欠測データメカニズムに対して、無回答企業の割合の期待値（以下

「欠測率」）が 10％の場合と 20％の場合を考える。 

欠測データメカニズムと欠測率の組合せ各々に対して、繰り返し互いに独立に不完

全データを生成させ、それぞれの不完全データに各手法を適用する。繰返しの試行

回数は 100 とした。各手法について、試行ごとの推定値及び真の値（完全データとみ

なしている観測データの受注額総計）から RRMSE（相対平方平均自乗誤差）を算出

する。RRMSE は次式で定義される。 

ܧܵܯܴܴ ≡
ට 1
100∑ ൫第݇試行の推定値 െ真値൯

ଶଵ଴଴
௞ୀଵ

真値
 

RRMSE は、推定バイアス及び推定量の分散の増加関数である（MSE（平均自乗誤差）

は推定バイアスの自乗と推定量の分散の和に等しい）ため、RRMSE の値が小さい手

法ほどパフォーマンスがよいといえる。RRMSE でパフォーマンスを測る場合、確率的

回帰代入法は回帰代入法に必ず劣後することが分かっているので、確率的回帰代入

法を試す必要はないが、参考として含めた。 

シミュレーションの結果を、図４－２－１～４に示す。LOCF と他の手法の比較を容易

にするため、LOCF と比較対象となる他の手法の RRMSE を１つのグラフに重ねて表

示している。LOCF の RRMSE は、2008 年後半から 2009 年にかけて高まっている。こ

れは、リーマンショックのようなマクロショックに対して LOCF がぜい弱なためである。そ



 

109 
 

れでも、LOCF は、層別合計伸び率による代入、回帰代入法、及び最近傍マッチング

代入法とともに最もパフォーマンスの良い手法に属している。 

 

図４－２－１～４に認められる他の点として、確率的回帰代入法は回帰代入法よりも

RRMSE が大きい。これは理論的に予想されることである。また、傾向スコアマッチング

代入法、IPW 法、及び選択モデルによる尤度法が、他の手法に比べて劣っている。機

械受注統計調査では回答率が十分に高いために、回答傾向スコアの推定にサポート

問題が生じているためである（用いる補助変数の範囲を制限し、調査月効果の pooled

２項回帰モデルとしたが、推定結果は調査月効果が支配的である）。回答率が十分高

い調査には、傾向スコアの推定を伴う手法は適さない。最後に、選択モデルによる尤

度法については、MNAR のモデル化における同時正規性（第 2.6 節参照）の仮定によ

って RRMSE がより大きくなっていると考えられる。これらの特徴は、欠測データメカニ

ズム及び欠測率によらず、全ての結果に共通して認められる。 
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図４－１ 推定結果 

縦軸は補完率［＝（推定値－観測値総計）÷観測値総計］ 
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図４－２－１ シミュレーション結果（MNAR、欠測率 10％）： 縦軸は RRMSE 
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図４－２－２ シミュレーション結果（MNAR、欠測率 20％）： 縦軸は RRMSE 
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図４－２－３ シミュレーション結果（M AR、欠測率 10％）： 縦軸は RRMSE 

 

  

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF 層化平均値代入

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF 層別合計伸び率

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF 回帰

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF 確率的回帰

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF 最近傍

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF 傾向スコア

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF IPW

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF 多重代入法

0.01

0.1

20
06
m
4

20
06
m
8

20
06
m
12

20
07
m
4

20
07
m
8

20
07
m
12

20
08
m
4

20
08
m
8

20
08
m
12

20
09
m
4

20
09
m
8

20
09
m
12

20
10
m
4

20
10
m
8

20
10
m
12

20
11
m
4

20
11
m
8

20
11
m
12

20
12
m
4

20
12
m
8

20
12
m
12

20
13
m
4

20
13
m
8

20
13
m
12

LOCF 選択モデル



 

114 
 

図４－２－４ シミュレーション結果（MAR、欠測率 20％）： 縦軸は RRMSE 
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5. まとめ 

 

欠測を含むデータを用いた推定には、欠測バイアスと推定精度の低下という２つの

問題が伴うことを第 1 節冒頭で述べた。推定精度の低下は、標本サイズの縮小による

標準誤差の増大であり、この点に関する限り、対処は比較的簡単である。予め標本設

計の段階で、見込まれる回答率を考慮して、標本サイズを大きめに設定しておけばよ

い。これに対して、欠測バイアスへの対処はより困難である。第 1 節から第 3 節では、

欠測バイアスを緩和するための統計的処理方法と、それらの手法ごとの適性を決める

諸条件について解説した。そのまとめを、図５－１に示す。 

 

図５－１ 

 

 

不完全データの統計的処理法の適性を決める条件のうち最も重要なものは、欠測

データメカニズムである。欠測データメカニズムは、MCAR（完全にランダムな欠測）、

MAR（ランダムな欠測）、及び MNAR（ランダムでない欠測）の３種類に分類され、それ

らの間には図５－１に示した通りの包含関係がある。 

MCAR の下では、推定に欠測バイアスは生じない。このため、完全ケース分析で問

題ない。ただし、実際には、MCAR が成立することは非常に稀であると考えた方がよい。 

MAR の下では、欠測バイアスが生じるが、適切な補助変数を利用することで緩和で

きる。単一代入法、キャリブレーション推定法、IPW 法、及び多重代入法によって欠測

バイアスは緩和される。単一代入法及びウェイト調整法（図５－１では、回答標本を層

化し、層ごとに回答率を回答傾向スコアの推定値とし、その逆数を抽出ウェイトに乗じ

る調整方法を、「IPW 法(1)」とし、一般的な IPW 法は「IPW 法(2)」とした）は、従来公的

MNAR（ランダムでない欠測）
欠測データメカニズムをモデル化する必要がある → 尤度法

＋感度分析

MAR（ランダムな欠測）

従来公的統計で多用されてきた手法
単一代入法

・層化平均値代入法
・回帰代入法
・マッチング代入法
・横置き代入法(LOCF)

ウェイト調整法
・キャリブレーション推定法
・IPW法(1)

1次モーメント（平均、総計）の点推定に限られる

2次以上モーメントの推定等（分散、推定値の標準誤差）

・多重代入法
・IPW法(2)

MCAR（完全にランダムな欠測）
推定に欠測バイアスは生じない → 完全ケース分析

（補助変数の利用可能範囲と関連）
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統計で多用されてきた手法である。これらの手法は、１次モーメントの点推定に限って

欠測バイアスを緩和する。２次モーメント以上の推定が統計調査の目的に含まれる場

合は、多重代入法や IPW 法の利用が求められる。多重代入法は推定精度の評価に

おける簡便性に利点があり、IPW 法はセミパラメトリック推定としてモデル化に対する頑

健性に利点がある。 

MNAR の下では、欠測バイアスが生じ、補助変数の利用だけでは緩和できない（あ

るいはバイアスの緩和に資する補助変数が観測されていない）ので、モデルの力を借

りてバイアスを補正する。興味の対象となる変数のデータ生成過程だけではなく欠測

データメカニズムもモデル化し、モデルの特定が正しい限りにおいて効率的な推定と

なる尤度法を用いる。欠測データメカニズムが MAR と MNAR のどちらであるかを検

証することは不可能であることから、両方の可能性を考慮して、それぞれの条件を想

定した推定結果を比較する作業、すなわち感度分析が求められる（第 1.3 節及び第 3

節）。欠測データメカニズムの条件を変化させても、推定結果に大きな変化が生じなけ

れば、幸いにも、比較的頑健な結論を不完全データから得たことになる。 

最後に、統計調査の実務において重要な点として、（１）補助変数の利用可能性と

（２）理論モデルの役割を指摘する。第１に、理屈としては MAR と MNAR を分けるもの

は欠測に関するデータ生成過程であるが、実践的には、MAR と MNAR の境界を決

めるものは、適切な補助変数の利用可能性である。適切な補助変数とは、それで条件

付けることにより、興味の対象となる変数の条件付分布が欠測パターンごとに異ならな

くなるような補助変数である。適切な補助変数が利用可能でない（観測されていない）

ために MNAR を想定せざるを得ないという状況は十分考えられる。このため、母集団

データベース等のフレームの整備拡充や柔軟な運用が、統計調査における不完全デ

ータの統計的処理には重要となる。第２に、MNAR への対応としてモデルの力を借り

る場合、モデルの誤設定バイアスと欠測バイアスの間のトレードオフに直面する。この

ため、用いるモデルは、調査客体の行動原理を捉えた理論モデルから導かれることが

望ましい。そのことによって、モデルのパラメータの解釈が明確になるだけでなく、誤設

定バイアスの危険性が緩和される。統計調査実施者は、日常的に調査客体の行動原

理に十分な関心を払うことが求められる。 
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【補論：最小編集箇所原則に基づく編集（Fellegi-Holt 法）】 

 

代入法によって作成された疑似完全データはもとより、統計調査から得られた観測

データにおいてさえも、データに含まれる変数の値相互間で論理的な矛盾が生じるこ

とがある。たとえば、世帯を調査単位とするデータで、父親の年齢が子の年齢を下回る

場合や、企業を調査単位とするデータで、負債と自己資本の合計が資産に一致しな

い場合などである。誤記入や悪意の回答などによって、観測データにもこのような論理

矛盾が生じる。観測データや疑似完全データにおける論理矛盾を解消する処理を、

「編集（editing）」と呼ぶ。本節では、不完全データの統計的処理に関連する周辺的事

項として、編集の概要を説明する。 

編集では、データに含まれる変数の値の一部を別の値で置換えることで、論理矛盾

を解消する。このとき、どの変数の値を、どのような値で置換えるかという問題に直面す

る。上述の例では、父親の年齢と子の年齢のどちらを直すべきか、あるいは、負債、自

己資本、資産のいずれの項目を直すべきか、またそれぞれの場合にどの値に直すべ

きかという問題である。この問題に対しては、「最小編集箇所原則」と呼ばれる原則が

提示されている。最小編集箇所原則とは、編集によって修正する値の数は最小限にと

どめるべきであるとする原則である。 

編集において、「父親の年齢＞子の年齢」、「負債＋自己資本＝資産」などの論理

的に満たされるべき条件は、「編集規則（edit rules）」と呼ばれる。上述の例では、「母

親の年齢＞子の年齢」、「負債＝固定負債＋流動負債」などのように、編集規則に含

まれる条件式は多くある。最小編集箇所原則に則れば、編集規則の制約下で編集箇

所の数を最小化するという最適化問題を解くことで、修正すべき変数が決まる。当該

最適化問題は、特に「ELP（error localization problem）」と呼ばれ、ELP の解として編集

箇所を決定する方法は、「Fellegi-Holt 法」と呼ばれる。上述の世帯調査の例で、父親

の年齢＝25 歳、子の年齢＝26 歳、母親の年齢＝24 歳というデータであれば、「父親

の年齢＞子の年齢」という編集規則の条件を満たすために、父親の年齢を編集すると、

「母親の年齢＞子の年齢」という編集規則の条件を満たすためには、母親の年齢（もし

くは子の年齢）も編集しなければならないが、子の年齢を編集すれば「父親の年齢＞

子の年齢」及び「母親の年齢＞子の年齢」という編集規則の２つの条件が同時に満た

される。従ってこの場合は、子の年齢を直すのが望ましい。 

最小編集箇所原則に依る場合、編集箇所の数ではなく、編集箇所の重み付きの数

を最小化するという一般化が可能である。この一般化により、誤記入や秘匿の生じや

すい変数と生じにくい変数を異なる扱いにすることができる。すなわち、変数の信頼性

を表す尺度として信頼ウェイト（confidence weights）を定義し、信頼ウェイトで重み付け

した編集箇所数を最小化する。 
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Fellegi-Holt 法によって特定された編集箇所に、どのような値を代入するかという問

題に対しては、通常マッチング代入法（編集の文脈では特に「hot-deck」と呼ばれる）が

用いられる。すなわち、疑似完全データないし観測データを、編集規則を満たさない

レコード群と編集規則を満たすレコード群に分割し、両者間で補助変数を用いてマッ

チングを行う。ただし、編集後のデータが編集規則を満たすとは限らない。ひとつの編

集過程（この場合は代入）で編集規則が満たされなければ、編集規則が満たされるよ

うになるまで別の編集過程を追加する必要がある。 

Fellegi-Holt 法による編集は、最小編集箇所原則に基づいて代入個所を特定する

が、より一般化された編集として Scholtus (2014)の一般化 ELP がある。一般化 ELP で

は、編集過程を代入及び線形変換の集合と考える。上記の世帯調査の例で、調査項

目を父親の年齢、母親の年齢、第１子の年齢の３項目とすると、これら３項目それぞれ

に関する代入、父親の年齢に定数を加える処理、母親の年齢に定数を加える処理、

第１子の年齢から定数を引く処理といった編集過程の要素が考えられる。一般化 ELP

では、適当に定義された編集過程に対して、編集過程の要素ごとにウェイトの値を定

め、当初のデータから出発して編集規則を満たすデータに至る編集過程のうち、ウェ

イトの総計を最小化する編集過程の経路を選択する。編集過程の要素のウェイトが、

当該編集過程の逆写像としての誤記入等が発生する確率の自然対数値に－１を乗じ

たものに等しければ、一般化 ELP による編集は、誤記入等発生のデータ生成過程に

基づく最尤推定法の近似演算として解釈できる（Scholtus 2014）。 

Fellegi-Holt 法による編集は、システム化されて公的統計で用いられている。実際に

運用されている編集システムの例として、カナダ政府の編集システム「Banff」の概要を

表６－１に示す。編集システム「Banff」は、９の機能を有する。表６－１で「Errorloc」と呼

ばれる処理が、編集箇所を決定する。表６－１で「Donorimputation」、「Estimator」、及

び「Massimputation」と呼ばれる処理が、マッチング代入や回帰代入を行う。そのほか

の処理は、編集規則に関する処理、外れ値処理、診断等である。 
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表６－１ カナダ政府の編集システム「Banff」の機能（Kozak 2005） 

Procedure Verifyedits 

編集規則の整合性チェック、重複統合、端点算出、及び帰結制約（implied edits）表示。 

Procedure Editstats 

レコードごとに、編集規則に対する真偽判定。値は、「pass（真）」、「miss」、「fail（偽）」の３つ。欠測デ

ータにより真偽判定できないレコードは値「miss」をとる。次の５つの表が出力される。 

1. 個別制約条件別のレコードごと真偽判定 

2. 制約条件数別のレコードごと真偽判定の分布 

3. 制約条件全体に対する真偽判定結果別レコード数 

4. 個別制約条件に対する真偽判定結果別関連項目延数 

5. 制約条件全体に対する真偽判定結果別関連項目延数 

当該表の使いみち： 

偽の割合を高くするような制約条件は除外する。 

制約条件が ELP の最適化に悪影響を与えていないか確認できる。 

編集・代入のステップごとに当該表を出力することで各処理の効果を評価できる。 

Procedure Outlier 

Hidiroglou-Berthelot 法により外れ値を特定。外れ値ではないものの欠測値補完に利用できないほど

の振れ幅をもつような値も特定。 

Procedure Errorloc 

ELP を解いて代入すべきレコード・項目を特定。 

Procedure Deterministic 

代入が必要なレコード・項目のうち、編集規則によって値が確定するものにその値を代入。 

Procedure Donorimputation 

代入が必要なレコード・項目にマッチング代入を実行。 

Procedure Estimator 

標本から推定された線形回帰モデルによって生成される値または標本推定値を代入。 

Procedure Prorate 

内訳項目の合計値が合計項目の値に一致することを表す等号条件を与えたときに、それらの条件が

成立するように、等号条件ごとに含まれる変数値にスケール変換を実施。 

Procedure Massimputation 

層化抽出された標本に関して、１層目には含まれるが２層目には含まれない抽出単位に対して２層

目の調査項目のマッチング代入を実行。 
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